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V Integralrechnung

1 Integration als Umkehrung der Differentiation

Das Grundproblem der in Kapitel IV behandelten Differentialrechnung besteht in der
Bestimmung der Ableitung einer vorgegebenen Funktion y = f(x). Dieser Vorgang
wird als Differentiation bezeichnet und lédsst sich schematisch wie folgt darstellen:

Differentiation

y =/ =71

In den naturwissenschaftlich-technischen Anwendungen stellt sich aber auch hdufig das
umgekehrte Problem: Von einer zunéchst noch unbekannten Funktion y = f (x) ist die
Ableitung y' = f'(x) bekannt und die Funktion selbst ist zu bestimmen. Die Aufgabe
besteht also darin, von der gegebenen Ableitung auf die Funktion zu schlieffen:

yi=fx) — y=fk

Auf ein solches Problem stofit man beispielsweise in der Mechanik, wenn von einer
Bewegung das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz v = v (t) bekannt ist und daraus dann das
Weg-Zeit-Gesetz s = s(t) ermittelt werden soll. Denn bekanntlich ist die Geschwindig-
keit die 1. Ableitung des Weges nach der Zeit: v = s (siehe hierzu auch Kap. IV, Ab-
schnitt 2.13.1). Auch hier soll also von der bekannten Ableitung § einer noch unbe-
kannten Funktion s = s (¢) auf die Funktion selbst geschlossen werden:

s=wv(t) —» s=1s(1)

Beispiele

Auf Grund der Kenntnisse aus der Differentialrechnung lassen sich die folgenden Auf-
gaben leicht 16sen.

(1) Gegeben: y' =1
Gesucht: Simtliche Funktionen y = f (x) mit der 1. Ableitung y' = 1

Losung: Jede lineare Funktion vom Typ y = x + C ist wegen

d
== C) =1 0=1
y dx(x+) +

eine Losung der gestellten Aufgabe (C: beliebige reelle Zahl). Es handelt sich
dabei um die in Bild V-1 skizzierte parallele Geradenschar. Fiir jeden Wert des
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(@)

3

Parameters C erhilt man genau eine Gerade. Weitere Losungen gibt es nicht.
Geometrische Bedeutung des Parameters C: Schnittstelle mit der y-Achse (Ach-
senabschnitt).

Bild V-1
Geradenschar y = x + C

Gegeben: y' = 2x
Gesucht: Siimtliche Funktionen y = f (x) mit der 1. Ableitung y' = 2x

Losung:
y=x>4+C (Parabelschar, sieche Bild V-2)

Denn fiir jedes (reelle) C ist

d
y’:a(xz—i—C):Zx—f—O:Zx

Geometrische Bedeutung des Parameters C: Er bestimmt die Lage des Scheitel-
punktes auf der y-Achse.

y

Bild V-2
Parabelschar y = x> + C

Bewegung einer Masse mit konstanter Beschleunigung a lings einer Geraden

Aus dem als bekannt vorausgesetzten Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz v = at + vy
fir + > 0 schlieBen wir wie folgt auf das Weg-Zeit-Gesetz:

. 1
v=s8§=at +vy = S:Eatz—}—vot—FC
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(vo = v(t = 0): Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit ¢+ = 0). Denn es gilt:

Loy t+ C) !
L _
1\ 2 vo

—Ea~2t—|—v0—|—0=at—|—vo

ISHESY

Die Konstante C ermitteln wir aus der Anfangslage s(r = 0) = s¢:

=0)=s = Ea-02+v0~0+C:s0 = C =g

1

Eatz—kvot—&—so (fir r > 0)

Wir nehmen noch folgende Umbenennungen vor:
f():

Vorgegebene 1. Ableitung einer (zunédchst noch unbekannten) Funktion
F (x):

Jede Funktion mit der 1. Ableitung F'(x) = f (x)
Eine Funktion F(x) mit dieser Eigenschaft wird als eine Stammfunktion von f (x)
bezeichnet.

Wir definieren daher:

Definition: Eine differenzierbare Funktion F (x) heiBt eine Stammfunktion von
f (x), wenn

(V-1)
gilt.

Beispiele

) fx)y=2x = Fkx) =x*+C (C € R; Parabelschar aus Bild V-2)
Denn die 1. Ableitung von F (x) ergibt genau f (x):

2 _ _ _
dx(x +C)=2x4+0=2x=f(x)

F'(x)

(2) f(x) = cosx

Denn es ist:

= F(x) =sinx+C (C € R)

d
F'(x):d—(sinx+ C) = cosx + 0 = cosx = f(x)
x



1 Integration als Umkehrung der Differentiation 425

1
3) f(x):e"—i—]_i_ix2 = F(x) =e" + arctanx + C (C € R)

Denn es gilt:

F’(x):i(e"+arctanx—|—C) =e' +

- 40 =
dx 1+x2+
N 1
=St e T
1
“4) f(x)—m = F(x) =tanx + C (C € R; cosx # 0)

Denn die erste Ableitung von F (x) ergibt genau die Funktion f (x):

d
F'(x)=—(t C) = 0=— =
(x) dx(anx+ ) coszx+ cos? x F )
1
(5) F(x) =In(x + v a? + x?) ist eine Stammfunktion von f (x) = ———,
denn es gilt (unter Verwendung der Kettenregel): Va* + x?

Flo) =L+ vVar +42) =

1 2x
- ) -
dx x + Va? + x? ( 2V a? + x?

1 va?+ x* +x 1
X+ Va?+ x? Var + x> Var+x2

f ()

Anhand dieser Beispiele lassen sich die wesentlichen Eigenschaften der Stammfunktio-
nen erkennen. Wir fassen sie wie folgt zusammen:

Eigenschaften der Stammfunktionen
1. Es gibt zu jeder stetigen Funktion f (x) unendlich viele Stammfunktionen.

2. Zwei beliebige Stammfunktionen F; (x) und F,(x) von f(x) unterscheiden
sich durch eine additive Konstante:

Fy (x) — F» (x) = const. (V-2)

3. Ist Fy(x) eine beliebige Stammfunktion von f (x), so ist auch Fj (x) + C
eine Stammfunktion von f (x). Daher lésst sich die Menge aller Stammfunktio-
nen in der Form

F(x)=F (x)+C (V-3)

darstellen (C ist dabei eine beliebige reelle Konstante).
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Der zum Auffinden sdmtlicher Stammfunktionen fiihrende Prozess heilit Integration :

Definition: Das Aufsuchen simtlicher Stammfunktionen F (x) zu einer vorgege-
benen stetigen Funktion f (x) wird als Infegration bezeichnet:

Integration

f () F(x) mit F'(x)=f@k) (V4

Wir konnen daher die Integration als Umkehrung der Differentiation auffassen. Wihrend
der Differentiationsprozess aus einer vorgegebenen Funktion die Ableitung erzeugt, wird
durch den Prozess der Integration aus einer vorgegebenen Ableitungsfunktion die Ge-
samtheit der Stammfunktionen ermittelt.

2 Das bestimmte Integral als Flicheninhalt

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit dem sog. Fldchenproblem, d. h. der Auf-
gabe, die Fliche zwischen einer Kurve y = f(x) und der x-Achse im Intervall
a < x < b zu bestimmen. Die Losung dieser Aufgabe wird uns dabei zu dem wichti-
gen Begriff des bestimmten Integrals einer Funktion f (x) fiihren.

Zuniéchst aber soll das Problem an einem einfachen Beispiel niher erldutert werden.

2.1 Ein einfiihrendes Beispiel

Wir stellen uns die Aufgabe, den Flicheninhalt A zwischen der Normalparabel y = x?2
und der x-Achse im Intervall 1 < x < 2 zu berechnen (Bild V-3).

%}/:Xz
4

Bild V-3
1 A Zur Bestimmung der Fliche zwischen

der Parabel y = x? und der x-Achse
im Intervall 1 < x < 2

|
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Dabei verfahren wir wie folgt:

(1) Das Flidchenstiick wird zunéchst durch Schnitte parallel zur y-Achse in n Streifen
gleicher Breite Ax zerlegt.

(2) Anschlieend wird jeder Streifen in geeigneter Weise durch ein Rechteck ersetzt
(der Flacheninhalt eines Rechtecks lidsst sich namlich elementar als Produkt der
beiden Seiten berechnen). Der gesuchte Flicheninhalt A ist dann ndherungsweise
gleich der Summe aller Rechtecksfldchen.

(3) Dabei gilt: Je grofier die Anzahl der Streifen, umso besser die Ndiherung! Beim
Grenziibergang n — oo strebt die Summe der Rechtecksflachen gegen den ge-
suchten Fldcheninhalt A.

Wir wollen jetzt das beschriebene Verfahren fiir eine Zerlegung der Fldche in 5, 10 bzw.
20 Streifen niher studieren.

Zerlegung der Fliche in n = 5 Streifen

Streifenbreite: Ax = 0,2

Die Teilpunkte Py, Py, ..., Ps auf der Parabel besitzen die folgenden Koordinaten
(siehe hierzu die Bilder V-4 und V-5):

Py Py Py P; Py Ps
x 1 1,2 1,4 1,6 1.8 2
y 12 1,22 1,47 1,6 1,87 2?

fy:x2

<7
<7

\ 1 2 2

Bild V-4 Zum Begriff der Untersumme Bild V-5 Zum Begriff der Obersumme

Untersumme (Bild V-4)

Jeder Streifen wird durch ein zu klein ausfallendes Rechteck ersetzt (die Hohe entspricht
dem Ordinatenwert im jeweiligen linken Randpunkt, siehe hierzu Bild V-4). Die Summe
dieser Rechtecksfldchen bezeichnet man daher als Untersumme Us. Es ist:

Us=1%-02+122-02+ 14%-02 + 1,62 -02 + 1,82 .02 =
= (17 + 122 + 1,42 + 1,62 + 1,8%) - 02 =2,04 (V-5)
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Obersumme (Bild V-5)

Jetzt ersetzen wir jeden Streifen durch ein zu grof3 ausfallendes Rechteck (als Hohe wih-
len wir den Ordinatenwert im jeweiligen rechten Randpunkt, siche hierzu Bild V-5). Die
Summe dieser Rechtecksfldchen heifit daher Obersumme Os. Es ist:

Os = 12202+ 14%-02 + 1,62 -02 + 1,82-02 + 2% .02 =

= (122 4+ 1,42 + 1,6% + 1,8> +2%) - 02 =2,64 (V-6)

Flicheninhalt A

In beiden Fillen (Unter- bzw. Obersumme) haben wir den tatsdchlichen Kurvenverlauf
durch eine freppenformige Kurve ersetzt.

Der gesuchte Flacheninhalt A liegt dabei zwischen Unter- und Obersumme:

Us <A< Os, d. h. 2,04 < A <264 (V-7)
Die Abweichung zwischen den beiden Summen betrigt 0,6, d.h. diese Néherung ist
noch viel zu grob.
Zerlegung der Fliche in » = 10 Streifen
Streifenbreite:  Ax = 0,1
Fiir Unter- und Obersumme ergeben sich jetzt folgende Werte:

Up=1>-01+1,12-01+12%2-01 + ...+ 1,92-01 =

= (12 4+ 1,12+ 122 + ...+ 19%) - 0,1 =2,185 (V-8)

Op=117-01+12%-01+13%-01+...+22-0,1
= (L17 + 1,22 + 1,32 + ... +2%) - 0,1 =2,485 (V-9)

Dabei gilt fiir den Flicheninhalt A:
U <A<O0p, dh 218 <A <2485 (V-10)

Die Abweichung zwischen Ober- und Untersumme betrigt jetzt nur noch 0,3, hat sich
also genau halbiert. Eine weitere Verbesserung erhdlt man durch abermalige Verdoppe-
lung der Streifenanzahl.

Zerlegung der Fliche in n = 20 Streifen
Streifenbreite:  Ax = 0,05

Uy = (12 + 1,052 + 1,10> + ... 4+ 1,95%) - 0,05 =2,25875 (V-11)
Oy = (1,05% + 1,102 4+ 1,15% + ... +2%) - 0,05 = 2,40875 (V-12)
Uy <A< 0y, dh 225875 <A < 240875 (V-13)

Die Differenz zwischen Ober- und Untersumme betrédgt jetzt nur noch 0,15.
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Grenziibergang fiir n — oo

Bei einer Vergrofierung der Streifenanzahl n nehmen offensichtlich die Untersummen
zu und die Obersummen ab, die Differenz zwischen Ober- und Untersumme wird dabei
immer kleiner, wie die folgenden Rechenergebnisse fiir Zerlegungen in 5, 10, 20, 50,
100 und 1000 Streifen deutlich zeigen:

n 5 10 20 50 100 1000
U, 2,04 2,185 | 2,258 75 | 2,3034 | 2,31835 | 2,3318335
0, 2,64 2,485 | 2,40875 | 2,3634 | 2,34835 | 2,3348335
0,—-U, |06 0,3 0,15 0,06 0,03 0,003

Bei beliebig feiner Zerlegung, d. h. fiir den Grenziibergang n — oo streben Ober- und
Untersumme gegen einen gemeinsamen Grenzwert, der geometrisch den gesuchten Fld-
cheninhalt A darstellt. In unserem Beispiel ergibt sich dabei, wie wir spiter noch zeigen
werden, der folgende Wert:

A= lim U, = lim 0, = 7 23 ... (V-14)

n— oo n— 00 3

2.2 Das bestimmte Integral

Wir verallgemeinern jetzt das im vorherigen Abschnitt dargelegte Fldchenproblem. Um
zu einer moglichst anschaulichen Deutung des Integralbegriffes zu gelangen, wollen
wir zuniéichst von der stetigen Funktion y = f(x) voraussetzen, dass sie im gesamten
Intervall a < x < b oberhalb der x-Achse verlduft und dabei monoton wdichst

(Bild V-6).
v
Pnf y=£(x)
r—=2
\
\
Pn—1‘
Pk a”’
B
Pr_yq r /f(X,,)
P2 P
P " - f(Xn_1)
Po -—— fx )/f(Xk)
L f (X1
Ctixg) | fx) [1X2
AX1 AX2 AXk Axn
Xp=a Xq Xo Xk—1 Xk Xp—1 Xp=b ’T

Bild V-6 Zum Flichenproblem der Integralrechnung



430 V Integralrechnung

Unsere Aufgabe besteht nun darin, den Fldcheninhalt A zwischen der Kurve y = f (x)
und der x-Achse im Intervall a < x < b zu berechnen. Dabei verfahren wir wiederum
wie folgt:

(1) Zunichst zerlegen wir die Fliche in n achsenparallele Streifen, deren Breite wir
der Reihe nach mit Ax;, Ax,, ..., Axy, ..., Ax, bezeichnen. Die Streifen-
breiten diirfen also durchaus unterschiedlich sein.

(2) Dann ersetzen wir jeden Streifen durch ein Rechteck. Wihlt man als Hohe des
Rechtecks den jeweils kleinsten Funktionswert (Ordinate des linken Randpunktes),
so besitzen die in Bild V-6 grau unterlegten Rechtecke der Reihe nach den folgen-
den Flidcheninhalt:

Ay = f(xo) 4x,
Ay = f(x1) dxz

k :f(xk,l)élxk (V-IS)

BN

n — f(-xnfl)Axn

Der gesuchte Flicheninhalt A ist dann gewiss nicht kleiner als die als Untersum-
me U, bezeichnete Summe dieser Rechtecksfldchen:

Up=A +A + ...+ A+ ...+ A, =
=fxo)dxy +f(x1)Axs + oo+ fxx—1)dxp + .o+ f(xao1) Ax, =

- if(xk,l)Axk < A (V-16)

k=1

Wihlt man jedoch als Rechteckshdhe den jeweils grofiten Funktionswert (Ordinate
des rechten Randpunktes), so ist der Fldcheninhalt dieser zu grof8 ausfallenden
Rechtecke der Reihe nach

Ay = f(x1) dxy
Ay = f(x2) Axs
ITk :f(xk) Axk (V-17)
Ay = [ (x,) Ax,
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(©))

Der Fldacheninhalt A ist dann gewiss nicht grofier als die als Obersumme O,
bezeichnete Summe dieser Rechtecksfldchen:

O,=A,+A,+...+A,+...+A, =
=f(x1)Axy + f(x2)dxa + ..+ f () Axp + oo+ f () Ax, =

= ’Zlf(xk)Axk > A (V-18)
k=1

Die gesuchte Fliche A liegt damit zwischen Unter- und Obersumme:

Mit zunehmender Verfeinerung der Zerlegung nehmen die Untersummen zu, die
Obersummen jedoch ab. Wir zeigen dies am Beispiel der Verdoppelung der Strei-
fenanzahl (n — 2n). Jeder Streifen der Breite % soll dabei durch Halbierung in
zwei gleichbreite neue Streifen mit der Breite //2 iibergehen (Bild V-7).

y=*f(x) y=1f(x)

h/2 h/2

><“

x

a) b)
Bild V-7 Halbierung der Streifen bewirkt eine Zunahme der Untersumme

Das in Teilbild a) grau unterlegte Rechteck gehort zur alten Untersumme und wird
durch die beiden in Teilbild b) hell- bzw. dunkelgrau unterlegten Rechtecke ersetzt,
deren Gesamtflidche grofer ist als die Flache des urspriinglichen Rechtecks in Teilbild
a). Daher nimmt die Untersumme zu. Analog kann man zeigen, dass die Obersumme
bei einer Verdoppelung der Streifenanzahl abnimmt (jedes Rechteck wird durch zwei
neue Rechtecke mit einer kleineren Gesamtfliche ersetzt). Beim Grenziibergang
n — oo streben Unter- und Obersumme gegen einen gemeinsamen Grenzwert, wenn
zugleich die Breite Ax; scmtlicher Streifen gegen Null geht (k = 1,2, ..., n).
Diesen Grenzwert bezeichnet man dann als das bestimmte Integral der Funktion f (x)
in den Grenzenvon x = a bis x = b und schreibt dafiir symbolisch:

lim U, = lim 0, = J f(x) dx (V-20)
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In unserer geometrischen Betrachtungsweise bedeutet er den Flicheninhalt A zwi-
schen der Kurve mit der Funktionsgleichung y = f (x) und der x-Achse im Inter-
vall a < x < b. Es gilt daher (wir konnen uns auf den Grenzwert der Obersum-
me beschrinken):

b
A= Tm 0, = lim > f(x)dx = Jf(x) dx (V-21)

n— 0o n—oo ;1
a

Wir fiihren noch die folgenden allgemein iiblichen Bezeichnungen ein:

X: Integrationsvariable
f (x):  Integrandfunktion (kurz: Integrand)
a: Untere Integrationsgrenze

b: Obere Integrationsgrenze

Das bestimmte Integral einer Funktion f (x) in den Grenzen von x = a bis
x = b ldsst sich somit allgemein wie folgt definieren:

Definition: Der Grenzwert

lim i f (xk) Axk (V-22)

n— oo k=1

heiflit, falls er vorhanden ist, das bestimmte Intergral der Funktion

f(x) in den Grenzen von x = a bis x = b und wird durch das
b

Symbol J f (x) dx gekennzeichnet.

a

Anmerkungen

(1) Das bestimmte Integral ist also der Grenzwert einer Folge von Summen. Dieser
Grenzwert ist vorhanden, wenn der Integrand f (x) im endlichen Integrationsinter-
vall @ < x < b beschrinktV ist und dort hochstens endlich viele Unstetigkeits-
stellen (Sprungstellen, hebbare Unstetigkeiten) besitzt. Fiir stetige Funktionen sind
diese Bedingungen stets erfiillt.

(2) Eine Funktion f (x), deren bestimmtes Integral existiert, heiit integrierbar. Stetige
Funktionen sind demnach stets integrierbar.

(3) Der Integralwert kann positiv, negativ oder null sein. Er ist dabei unabhdiingig von
der vorgenommenen Streifenzerlegung, sofern nur die Breite eines jeden Streifens
gegen Null strebt (Ax; — 0 fir n — o0).

D Es gilt in diesem Intervall also | f (x) | < K, wobei K eine positive Konstante ist.
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(4) Man beachte, dass das Integrationsintervall a < x < b endlich ist. In der Regel
ist a < b (Integration in positiver x-Richtung). Aber auch der Fall a > b ist
moglich (jetzt wird von rechts nach links, d. h. in negativer x-Richtung integriert).
Eine geometrisch anschauliche Interpretation des bestimmten Integrals als Fldchen-
inhalt ist nur fiir f(x) > 0 und a < b moglich.

Anschauliche Interpretation der symbolischen Schreibweise

Wir mochten noch auf eine zwar nicht ganz prizise, dafiir jedoch sehr anschauliche
Interpretation der in der Integralrechnung verwendeten Symbolik hinweisen. Der in Bild
V-8 skizzierte (dick umrandete) infinitesimal schmale Streifen der Breite dx besitzt ei-
nen Flicheninhalt, der néiherungsweise mit dem Flicheninhalt dA = f (x) dx des einge-
zeichneten (grau unterlegten) rechteckigen Flichenelementes libereinstimmt. Deutet man

das Integralzeichen als eine Art gestrecktes Summenzeichen, so kann das bestimmte
b

Integral J f(x) dx als Summe aller zwischen x = a und x = b gelegenen infinitesi-

mal schmalen Streifenflichen vom Flicheninhalt dA = f (x) dx aufgefasst werden:

x=b b
A= J dA = Jf(x) dx (V-23)

(,Summiere iiber alle Flichenelemente dA = f (x) dx, die in der Fliche zwischen
x = a und x = b liegen”). Die Fliche A wird gewissermallen aus unendlich vielen
Fliachenelementen zusammengesetzt, wobei das ,erste“ Element bei x = a und das
letzte® Element bei x = b liegt. Bild V-9 verdeutlicht diese geometrische Interpreta-
tion.

y=1(x) y= f(x)y
| ‘
7’
,/
/ é
/: -
I
f(x)
I
dA— |
I
I
I
a X b X a | b X
dx dx
Bild V-8 Bild V-9
Zur anschaulichen geometrischen Das bestimmte Integral als unendliche

Interpretation des bestimmten Integrals Summe von Fliachenelementen
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Beispiel

Wir kehren jetzt zu dem Beispiel des vorangegangenen Abschnitts zuriick und wol-
len den Flicheninhalt zwischen der Parabel y = f(x) = x> und der x-Achse im
Intervall 1 < x < 2 als Grenzwert der Obersumme O, berechnen. Da der Inte-
gralwert unabhdingig von der Art der Zerlegung ist, wihlen wir hier zweckmifiger-
weise eine Unterteilung in Streifen gleicher Breite Ax (sog. dquidistante Zerlegung,
Bild V-10).

vy

fres

—f(xx)

Ax

Xo=1 X1 Xkt Xk Xp_q Xp=2

2
Bild V-10 Zur Berechnung des bestimmten Integrals J x? dx als Grenzwert der Obersumme
1

Bei n Streifen betriigt die Streifenbreite Ax = (2 — 1)/n = 1/n. Die Abszissenwer-
te der insgesamt n + 1 Teilpunkte auf der x-Achse lauten dann der Reihe nach wie
folgt:

X0 ‘ X1 ‘ X2 ‘ ‘ Xk ‘ ‘x,,
o[ l+dr [ 1424 | L+k-dx | ]2

Fiir den in Bild V-10 dunkelgrau unterlegten k-ten Streifen gilt dann ndherungsweise:
2
Streifenhche:  f (xi) = x2 = (1 + k - Ax)* = <1 + >
Streifenbreite: Ax = —
n

K\ 1
Streifenfliche: f (xp) Ax = <1 + n) -
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Damit erhidlt man fiir die Obersumme nach Gleichung (V-18):

K\? 1 " 2k k¥ 1
0, = )Ax = A 1+22 42 )= =
fok . Z( n> n — (+n+n2> n

k=1
- 1 2 "1 2 -
kz:l<n+n ) 2t 72"* Zkz

Die dabei auftretenden endlichen Summen werden unter Verwendung der folgenden For-
melausdriicke berechnet, die wir der Formelsammlung entnommen haben (Abschnitt
1.3.4):

Z— —+ TR A

n Summanden

Zk:1+2+3+...+n:

f K= 124224324 g2 =t DE@rED
-
k=1

Mit diesen Ausdriicken ldsst sich die Obersumme auch wie folgt schreiben:

2 1 1 1) (2 1
0n:1+7.m+f. (n+1)@n+1) _
n? 2 n3

6
n+1 1(n+>(2n+1)
=1+ + —
n 6 n
1 1 1 1
1+(1+>+(1+><2+)
n 6 n n
1 1 1 1
:2++(1+)<2+>
n 6 n n

Beim Grenziibergang n — oo strebt die Streifenbreite 4x = 1/n gegen Null und die
2

Obersumme O, geht dabei definitionsgemdfs in das bestimmte Integral sz dx liber,
das den gesuchten Fléicheninhalt A darstellt: f

2

11 1 1
A:szdx: lim 0, = lim {2++(1+) <2+)} =
n— oo n— oo n 6 n n

1

1 1
=2 — (1 2 =2 —1-2=24+— ==
+0+6(+0)(+0) +0+6 +3 3
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Fazit: Die direkte Berechnung eines bestimmten Integrals iiber den Grenzwert (V-22)
ist — wie dieses einfache Beispiel bereits zeigt — eine meist schwierige und aufwindige

Angelegenheit.
[

3 Unbestimmtes Integral und Flichenfunktion

Unter den in Abschnitt 2.2 genannten Voraussetzungen reprisentiert das bestimmte Inte-
b

gral J f(#) dt den Flicheninhalt A zwischen der Kurve y = f () und der #-Achse im

Intervall a < ¢ < b (Bild V-11)?.

y y
y=f(t) y =f(t)
A I(x)
‘ a b t ‘ é X t7
Bild V-11 Das bestimmte Integral Bild V-12 Zum Begriff des unbestimmten
als Flacheninhalt Integrals (Flichenfunktion)

Betrachtet man in diesem Integral die untere Integrationsgrenze a als fest, die obere
Integrationsgrenze b dagegen als variabel, so hingt der Integralwert nur noch von der
oberen Grenze ab: Der Integralwert ist daher eine Funktion der oberen Grenze. Um
auch nach auBlen hin zu dokumentieren, dass die obere Grenze variabel ist, ersetzen wir
b durch x und erhalten die Funktion

I(x) = J f(0)de (V-24)

(siehe Bild V-12). Sie wird als ein unbestimmtes Integral von f (t) bezeichnet, da die
obere Grenze unbestimmt ist (im Sinne von variabel).

2 Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist dabei ohne jede Bedeutung. Um im Folgenden Missverstind-
nisse zu vermeiden, kennzeichnen wir in diesem Abschnitt die Integrationsvariable durch das Buchstaben-
symbol 7 (anstatt von x).
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Geometrische Deutung des unbestimmten Integrals

Das unbestimmte Integral I (x) = J f (1) dt beschreibt fir x > a den Flicheninhalt

a

zwischen der Kurve y = f(¢) und der #-Achse im Intervall ¢ < ¢ < x in Abhingig-
keit von der oberen Grenze x und wird daher auch als Flichenfunktion bezeichnet
(Bild V-12). Fiir verschiedene x-Werte erhélt man im Allgemeinen verschiedene Flichen-
inhalte. Aus dem unbestimmten Integral wird dabei jeweils ein bestimmtes Integral (die
obere Integrationsgrenze besitzt dann einen festen Wert). In Bild V-13 sind die Funk-
tionswerte der Flichenfunktion I (x) fiir zwei verschiedene obere Grenzen x; und
x, geometrisch als Flicheninhalte dargestellt.

Grau unterlegte Fliche:

I(xy) = Jf(t) dt

y=1(t) /
k Stark umrandete Fliche:

-

‘ a X1 Xo

Bild V-13 Das unbestimmte Integral als Funktion
der oberen Integrationsgrenze

Wihlt man als untere Grenze a™ (anstatt von a), so ist auch
I*(x) = Jf(t) dt (V-25)

ein unbestimmtes Integral (eine Flichenfunktion) von f (). Zwischen I(x) und I (x)
besteht dabei der folgende Zusammenhang, den man unmittelbar aus Bild V-14 entneh-
men kann:

I(x)fl*(x):Jf(t)dt— Jf(t)dt: Jf(t)dt (V-26)
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g /<y=f(t)

Bild V-14

Flachenfunktionen

(unbestimmte Integrale)

unterscheiden sich in der
— unteren Grenze voneinander
t

Die beiden Fliachenfunktionen unterscheiden sich demnach durch das bestimmte Integral

J f (1) dt, d.h. durch eine Konstante. Thr Wert ist nichts anderes als der Fldcheninhalt

a

zwischen der Kurve y = f(¢#) und der #-Achse im Intervall a < ¢t < a* (grau un-
terlegte Fliche in Bild V-14; Voraussetzung: a* > a). Da aber fiir die Wahl der un-
teren Integrationsgrenze a, von der an die Fldchenberechnung erfolgt, grundsitzlich
beliebig viele Moglichkeiten existieren, gibt es entsprechend auch unendlich viele un-
bestimmte Integrale der Funktion y = f(¢). Sie unterscheiden sich in der unteren
Grenze voneinander.

Wir kénnen daher den folgenden Satz aussprechen:

Eigenschaften der unbestimmten Integrale
X

1. Das unbestimmte Integral I(x) = J f(¢) dt reprisentiert den Flicheninhalt

zwischen der Funktion y = f(¢) und der ~Achse im Intervall a < 7 < x in
Abhingigkeit von der oberen Grenze x.

2. Zu jeder stetigen Funktion f () gibt es unendlich viele unbestimmte Integrale,
die sich in ihrer unteren Grenze voneinander unterscheiden.

3. Die Differenz zweier unbestimmter Integrale 7; (x) und I, (x) von f(f) ist
eine Konstante.
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Anmerkungen

(1) Die geometrische Deutung eines unbestimmten Integrals als Fldchenfunktion ist
nur moglich, wenn f(x) > 0 und x > a ist. Denn nur dann liegt die Kurve und
damit das Flichenstiick oberhalb der x-Achse, wobei die Integration von links nach
rechts, d. h. in positiver x-Richtung erfolgt. Diese Einschrinkungen werden spéter
fallen gelassen.

(2) Man beachte den fundamentalen Unterschied zwischen einem bestimmten und ei-
nem unbestimmten Integral:

Bestimmtes Integral : Reeller Zahlenwert

Unbestimmtes Integral: Funktion der oberen Grenze

Beispiel
I (x) = Jtz dt und I, (x) = Jtz dt sind zwei unbestimmte Integrale der Normal-
1

parabel f(f) = t> und reprisentieren die in Bild V-15 dargestellten Flichen (die Fli-

chenberechnung beginnt bei # = 0 bzw. r = 1 und endet an der Stelle x > 1). Sie
1

unterscheiden sich dabei durch das bestimmte Integral J t? dt, d. h. durch eine Konstante,

0
deren Wert der im Bild grau unterlegten Fliche entspricht:

X x 1
I (x) — I (x) = Jtzdt—Jtzdt: Jtzdt: const.
0 1 0

Die Konstante besitzt — wie wir spéter in Abschnitt 6 (1. Beispiel) noch zeigen werden
— den Wert 1/3 (Fliche unter der Normalparabel y = > zwischen 7 = 0 und
t =1).

fre

I1(x)

_L—l2(x)

— Bild V-15

‘.
>
-
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4 Der Fundamentalsatz der Differential-
und Integralrechnung

Wird die obere Grenze x im unbestimmten Integral I (x) = J f(x) dx um Ax vergri-
JPert, so wichst der Fldcheninhalt nach Bild V-16 um

Al = I (x + Ax) — 1 (x) (V-27)

(grau unterlegte Fliche in Bild V-16) ™.

A =1

————
[
[
L f(x+4x)
f Bild V-16
x) Zur Herleitung des Fundamentalsatzes
4x -— der Differential- und Integralrechnung
‘ a X X+ 4x X

Dieser Fldchenzuwachs liegt zwischen den Flicheninhalten der beiden eingezeichneten
Rechtecke gleicher Breite Ax. Das kleinere Rechteck besitzt die Hohe f (x) und damit
den Flicheninhalt f (x) Ax, das grofere Rechteck die Hohe f (x + Ax) und damit den
Flicheninhalt f (x + Ax) Ax. Zwischen den drei Flicheninhalten besteht daher die Be-
ziehung

Fx)dx < Al < f(x + Ax) Ax (V-28)

Nach Division durch Ax wird daraus:

AL re 4 Ax) (V-29)

Pl

fx) <
Beim Grenziibergang Ax — 0 bleibt diese Ungleichung erhalten :

Al
lim f(x) < lim — < lm f(x + 4x) (V-30)
Ax—0 Ax—0 Ax Ax—0

¥ Wir lassen die unterschiedliche Kennzeichnung zwischen der Integrationsvariablen und der oberen Grenze
fallen. Ferner nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die Funktion f(x) im gesamten Integrations-
bereich oberhalb der x-Achse verlduft und dabei monoton wdchst.
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Der in der Mitte eingeschlossene Grenzwert ist dabei definitionsgemdf3 die 1. Ableitung
I' (x) der Flichenfunktion I (x), wihrend die beiden duBeren Grenzwerte wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit von f (x) jeweils den Funktionswert f (x) ergeben:

oA (x4 Ax) —T(x)
Alxlr—l}o Ax Alxlrfo Ax =) (v-31)
lim f(x) = lim f(x 4+ 4dx) = f(x) (V-32)
Ax—0 Ax—0

Damit erhdlt man die Ungleichung

fx) <I'(x) <f(x) (V-33)
die aber nur dann bestehen kann, wenn
I'(x) = f(x) (V-34)

ist. Damit haben wir nachgewiesen, dass die erste Ableitung eines unbestimmten Inte-
X

grals [ (x) = J f(x) dx zum Integranden f (x) fiihrt. Dies aber bedeutet, dass I (x)

a
eine Stammfunktion von f (x) ist.

Wir fassen diese bedeutende Aussage in dem sog. Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung wie folgt zusammen:

Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

X
Jedes unbestimmte Integral [ (x) = J f (%) dx der stetigen Funktion f (x) ist eine
Stammfunktion von f (x): o

16) = [fwa = 1w =rw (V-35)

I(x) = J f(x) dx (V-36)

Differentiation
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Wir ziehen noch einige Folgerungen aus dem Fundamentalsatz:

(1) I(x) ist wegen I'(x) = f(x) eine stetig differenzierbare Funktion.

(2) Jedes unbestimmte Integral 7 (x) der Funktion f (x) ldsst sich in der Form
I(x) = Jf(x) dx = F(x) + C, (V-37)

darstellen, wobei F (x) irgendeine (spezielle) Stammfunktion von f (x) und C,
eine geeignete (reelle) Konstante bedeutet, deren Wert noch von der unteren Gren-
ze a abhidngen wird.

(3) Da es zu einer stetigen Funktion f (x) unendlich viele unbestimmte Integrale gibt,
kennzeichnet man diese Funktionenschar durch Weglassen der Integrationsgrenzen
in folgender Weise:

J f(x) dx:  Menge aller unbestimmten Integrale von f (x)

Sie ist stets in der Form
[rwar=rwrc @ w=ru (v-38)

darstellbar, wobei F (x) irgendeine (spezielle) Stammfunktion zu f (x) bedeutet
und der Parameter C alle reellen Werte durchlduft. Die Konstante C heifit in
diesem Zusammenhang auch Integrationskonstante.

(4) Fiir stetige Funktionen besteht kein Unterschied zwischen den Begriffen ,,Stamm-
funktion® und ,,unbestimmtes Integral®.

Beispiele
(1 J(Zx—i— dx =7

Wir wissen: Es geniigt, irgendeine Stammfunktion F (x) von f(x) = 2x + 1 zu
finden. Die Funktion F (x) = x? + x besitzt die geforderte Eigenschaft:

F'(x):%(x2+x) =2x+ 1 = f(x)

Daher gilt:

J(2x+1)dx:F(x)+C:x2+x+C (C € R)
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(@)

(©))

“)

Jexdx:?

Eine Stammfunktion zum Integranden f (x) = e* ist F (x) = e¥, da

ergibt. Daher ist:
Je"dx:F(x)JrC:eerC (€ € R)

die Gesamtheit der unbestimmten Integrale von f (x) = e*.

4
J dx =7

1+ x2
L . 4
F(x) = 4 - arctan x ist eine Stammfunktion des Integranden f (x) = T
X
d 1 4
") — — — —
F'(x) —a(4~arctanx) _4'1+x2 =172 = f(x)

Daraus folgt:

4
J1+x2dx:F(x)+C:4~arctanx+C (C € R)

Aus einer Integraltafel entnehmen wir die folgende Integralformel:
Jlnxdx:x-lnx—x—l—C (C e R)

Wir iiberpriifen diese Formel, indem wir die Ableitung der auf der rechten Seite
stehenden Funktion bilden. Sie fiihrt (wie erwartet) zum Integranden In x:

d 1
—@x-lhx—x+C)=1-Inx4+x-——1=hx+1-1=1Ix
dx x

Damit haben wir nachgewiesen, dass die Funktion F(x) = x-lnx —x + C
in der Tat eine Stammfunktion von f(x) = Inx ist. Die Integralformel ist somit
richtig. Man bezeichnet diese Art der Beweisfiihrung auch als ,,Verifizierung®.
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(5) Fallgesetze im luftleeren Raum
Aus dem Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz
v(t) = gt + v (fir t > 0)

erhilt man wegen v (t) = $(¢) durch Integration das folgende Zeitgesetz fiir den
Fallweg s des frei fallenden Korpers:

s(t) = Jé(z)dt = Jv(r)dt = J(gt + vo)dt =

I s [
:Egt +v0t+C=Egt + vot + so
(g: Erdbeschleunigung; vo: Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit t+ = 0; C = s¢:
Wegmarke zur Zeit ¢+ = 0). Denn es gilt:

. d (1
s (1) =7 (2gt2 +v0t+s0> =gt +vy=v(r)

5 Grund- oder Stammintegrale

In Kap. IV, Abschnitt 1.3 wurden die Ableitungen der elementaren Funktionen in tabel-
larischer Form zusammengestellt. Die dortige Tabelle 1 enthilt in der linken Spalte die
jeweilige Funktion f(x) und in der rechten Spalte die zugehorige Ableitung f'(x).
Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung besteht dann zwi-
schen der (stetig differenzierbaren) Funktion f (x) und ihrer Ableitung f'(x) der Zu-
sammenhang

Jf’(x) dr—f(X) +C  (CeR) (V-39)

So gelten beispielsweise die folgenden Beziehungen (mit C € R):

n+1
Jx"dx:x+1+C (fir n # —1), Jcosxdx:sinx+C
n

1
Jexdx:eX+C7 J 5— dx = tanx + C
cos? x

Mit anderen Worten: Die in der linken Spalte der Ableitungstabelle aus Kap. IV auf-
gefiihrte Funktion ist eine Stammfunktion oder ein unbestimmtes Integral der in der
rechten Spalte stehenden Funktion. Die auf diese Weise erhaltenen (unbestimmten) In-
tegrale heilen Grund- oder Stammintegrale. Wir haben sie in der nachfolgenden Tabel-
le zusammengetragen.
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Tabelle 1: Grund- oder Stammintegrale (C, Cy, C, € R)

Jde:C Jldx:erC
] J Lix=mn|x|+cC
"dx = C —1 —dx = In|x |+
Jx X n—|—1+ (n# —1) T
(Potenzregel)

efdy =e* +C

sinxdx = —cosx + C cosxdx = sinx + C

1 1

s—dx =tanx + C —— dx = —cotx + C
cos? x sin” x

arcsin x + C;

1
—— dx =
vV1—x2 {—arccosx + C,

1 d { arctan x + C,
i =
1 + x? —arccot x + Cp

sinh x dx = coshx + C

cosh x dx = sinhx + C

1

————dx = tanhx + C
J cosh? x

dx = —cothx + C

1
J sinh? x

! dx:arsinthrC:ln‘er\/szrl’—i—C

vVx?+1
1
. de = arcosh |x|+C =Inlx+ V2 —1l+C (x|>1)
x* —1
1 1
artanhx + C; = — - In o + Cy x| < 1
1 2 1 —x
dx = fiir
1 — x?
1 x + 1
arcothx + C, = — - In + C, x| > 1
2 x —1
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6 Berechnung bestimmter Integrale
unter Verwendung einer Stammfunktion

b

Zur Berechnung eines bestimmten Integrals J f(x) dx geniigt — wie wir gleich zeigen

werden — die Kenntnis einer beliebigen Stammfunktion des Integranden f (x). Zu-

niichst aber betrachten wir das unbestimmte Integral I(x) = J f (x) dx. Es ist bekannt-
lich in der Form "

I(x) = Jf(x) dx = F(x) + C (V-40)

darstellbar, wobei F (x) irgendeine spezielle (als bekannt vorausgesetzte) Stammfunktion
von f (x) bedeutetund C eine geeignete reelle Konstante. Diese wird aus der Gleichung

zu C = —F (a) bestimmt®. Somit ist
I(x) = Jf(x) dx = F(x) — F(a) (V-41)

Fir x = b erhidlt man hieraus den Wert des gesuchten bestimmten Integrals als Diffe-
renz der Funktionswerte von F (x) an der oberen und unteren Integrationsgrenze:

Jf(x) dx = F(b) — F(a) (V-42)

Der Integralwert ist dabei vollig unabhdngig von der getroffenen Wahl der Stammfunktion.
Wihlt man statt F (x) die Stammfunktion Fj (x), so unterscheiden sich diese Funktionen
bekanntlich nur durch eine additive Konstante K, d.h. es gilt F (x) = F; (x) + K. Die
Berechnung des bestimmten Integral nach Formel (V-42) ergibt dann:

b
jf<x>dx — F(b) - F(a) = [Fi(b) + K] — [Fi(a) + K] =

a

Fi(b) + K = Fi(a) — K = Fi (b) — Fi(a) (V-43)

4 Fallen die Integrationsgrenzen zusammen (a = b), so ist der Integralwert (Flicheninhalt!) gleich Null.
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Die Konstante K fillt somit bei der Differenzbildung heraus. Der Wert des bestimmten
Integrals kann daher auch mit der Stammfunktion F; (x), d.h. mit einer beliebigen
Stammfunktion berechnet werden.

Ein bestimmtes Integral lasst sich daher wie folgt schrittweise berechnen:

b
Berechnung eines bestimmten Integrals J S (x) dx
a

Die Berechnung eines bestimmten Integrals erfolgt in zwei Schritten:

1. Zunichst wird irgendeine Stammfunktion F (x) zum Integranden f (x) be-
simmt (F' (x) = f (x)).

2. Mit dieser Stammfunktion berechnet man die Werte F (@) und F (b) an den
beiden Integrationsgrenzen und daraus die Differenz F (b) — F (a). Dann gilt:

b
b
|rea=[rw] = Fo) - F@ (V-44)
a
b
Dabei ist das Symbol [F (x)} eine verkiirzte Schreibweise fiir die Diffe-
renz F (b) — F (a). “
Anmerkung

In der Praxis liegt das Hauptproblem in der Bestimmung einer Stammfunktion des Integran-
den. Gelingt dieses Vorhaben, so hat man das Integral in ,,geschlossener Form* dargestellt.
In den meisten Fillen ist dies jedoch nicht so ohne Weiteres mdglich. Man ist dann auf
spezielle Verfahren wie z. B. Integralsubstitutionen oder numerische Integrationsmethoden
angewiesen. In Abschnitt 8 kommen wir auf dieses Problem ausfiihrlich zuriick.

Beispiele

1
(1) Wir berechnen das Integral sz dx unter Verwendung der Potenzregel (fiir
n=2): 0
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2
2) J(x3—2x2+5)dx:?
1

Eine Stammfunktion F (x) ldsst sich leicht unter Verwendung der Potenzregel der
Integralrechnung bestimmen (wir diirfen dabei C = 0 setzen):
[

2
F(x):zx —§x3—|—5x

Fiir den Integralwert erhilt man dann nach Gleichung (V-44):

3 2 L 4 25 ?
(x> = 2x" 4+ 5)dx = |—x" — —x> + 5x| =
4 3 I

16 12
—(4-2410) - (- = _
( 3+o) <4 3+5)
_ (a4 16 _ (3 =8+60) _
3 12

42 -16 55 26 55 10455 49

3 7 3 12 12 12

(3) Der Fldcheninhalt unter der Sinuskurve y = sinx im Bereich der ersten Halb-
T

periode lasst sich mit Hilfe des bestimmten Integrals A = J sin x dx berechnen
(grau unterlegte Flidche in Bild V-17). 4

Bild V-17
Zur Berechnung der Fliche unter der
Sinuskurve im Intervall 0 < x < 7

Eine Stammfunktion des Integranden f (x) = sinx ist F(x) = —cosx, da
F'(x) = sinx = f(x) ist. Daher gilt:

4
T T
A= Jsinxdx = {—cosx}o = —[cosx}0 = —(cosm — cos0) =
0

—(-1—1)=—(=2) =2
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(4) Die Stirnflichen eines Rohres der Linge [/ besitzen die (konstanten) Temperatu-
ren Ty bzw. Tp > T; (Bild V-18). Wie sieht die Temperaturverteilung T (x)
lings des Rohres aus, wenn bekannt ist, dass die 2. Ableitung T" (x) dieser Funk-
tion verschwindet?

T1 T(X) Tz > T7

<

0 X i
Rohr

Bild V-18 Zur Bestimmung der Temperaturverteilung ldngs eines Rohres

Losung: Die Temperaturverteilungsfunktion T (x) erhilt man aus T" (x) = 0
durch zweimalige (unbestimmte) Integration:

T'(x) = JT"(x)dx = Jde =C,

Yﬁ)zjrﬁﬂx:JQM:Cm+C2

Die beiden Integrationskonstanten C; und C, werden aus den vorgegebenen
Temperaturwerten an den beiden Stirnflachen des Rohres wie folgt berechnet:

T(O):Tl = Ci-04+Cr, =T, = C, =T,

T(X) =Cix+ T,
T, — T,

T(l)ZTz = C,-I+T, =T, = C = ]

Die Temperaturverteilung 7 (x) lings des Rohres verlduft somit /inear ansteigend
nach der Funktionsgleichung
T, — T
Nw=—574x+ﬂ 0<x<I

und besitzt den in Bild V-19 skizzierten Verlauf.

Bild V-19
Temperaturverteilung
lings eines Rohres

ol |
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7 Elementare Integrationsregeln

Fir den Umgang mit bestimmten Integralen gelten gewisse Rechenregeln, die wir im
Folgenden ohne Beweis mitteilen. Sie ergeben sich unmittelbar aus der Definition des
bestimmten Integrals als Grenzwert der Ober- bzw. Untersumme.

REGEL 1: Faktorregel

Ein konstanter Faktor darf vor das Integral gezogen werden:

b b
J C f(x)dx =C - Jf(x) dx (C: Konstante) (V-45)

Beispiel

J

4 4
[4 -sinxdx = 4 - [sinxdx = 4[—cosx]0 = —4[00342 =
0 0

= —4(cosm —cos0) = —4(—-1—-1) =38 -

REGEL 2: Summenregel

Eine endliche Summe von Funktionen darf gliedweise integriert wer-
den:

b

j(ﬁ (@) + o+ fu (1)) e

a

b b
Jfl(x)dx—l—...—i—Jf,,(x)dx

(V-46)

Anmerkungen
(1) Faktor- und Summenregel gelten sinngeméB auch fiir unbestimmte Integrale.

(2) Folgerung aus den beiden Regeln: Eine Linearkombination von Funktionen darf
gliedweise integriert werden, wobei die konstanten Faktoren erhalten bleiben (d. h.
vor die Teilintegrale gezogen werden). Ganzrationale Funktionen (Polynome) wer-
den auf diese Weise integriert. Aus einem Polynom vom Grade n wird dabei ein
solches vom Grade n + 1.



7 Elementare Integrationsregeln 451

m  Beispiel

1 1 1 1
J(3-e"—2x)dx:J3-exdx+J(—2x)dx:3-Je"dx—Z-dex:
0 0 0 0

=3 —-1)—(1—-0)=3e—-3-—1=3e—4=4,1548

|
REGEL 3: Vertauschungsregel
Vertauschen der beiden Integrationsgrenzen bewirkt einen Vorzeichen-
wechsel des Integrals:
a b
J f(x)dx = —J f(x) dx (V-47)
b a
m  Beispiel
0 /2
/2
J cosxdx = — J cosxdx = — {Sinx} = —[sin (w/2) — sin 0] = —1
0 —_——
/2 0 1 0
]
REGEL 4: Fallen die Integrationsgrenzen zusammen (a = b), so ist der Integral-
wert gleich Null:
J F)de =0 (V-48)

Anmerkung
Geometrisch einleuchtende Deutung: Zwischen den seitlichen Begrenzungen liegt keine
Fldche mehr, der Flicheninhalt verschwindet somit.

m  Beispiel

1 1
2 1 1
J—dxzz-J—dxzz{lnu@ =2(nl—Inl) =0
X X 1
1

1
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REGEL 5: Zerlegung des Integrationsintervalls in zwei Teilintervalle (Bild V-20)
Fiir jede Stelle ¢ aus dem Integrationsintervall a < ¢ < b gilt:

b

Jf(x) dx = jf(x) dx + Jf(x) dx (V-49)

a c

Diese Regel besagt anschaulich, dass die Fliche A unter der Kurve y = f(x) auch als
Summe zweier Teilfliichen A, und A, darstellbar ist (Bild V-20):

b c b
A=A +A, = Jf(x)dxzjf(x)derJf(x)dx (V-50)
a a c
y
/L y =1f(x)
A
Bild V-20
A Az Zur Zerlegung des Integrations-
| — intervalles in zwei Teilintervalle
‘ a c b X
Beispiel

Die in Bild V-21 skizzierte Fliche muss als Summe zweier Teilflichen berechnet werden,
da sich die obere Flichenberandung nicht durch eine einzige Funktionsgleichung
beschreiben ldsst, sondern nur abschnittsweise durch (unterschiedliche) Gleichungen
beschrieben werden kann:

=
(i8]
o
IN
=
IN

|
=
+
&)
INA
=
IN
&)
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Bild V-21

><V

8 Integrationsmethoden

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Methoden zur Berechnung von unbestimm-
ten und bestimmten Integralen dargestellt. Zu diesen Integrationstechniken gehoren:

— Die Integration durch Substitution

— Die Methode der Partiellen Integration

— Die Integration echt gebrochenrationaler Funktionen durch Partialbruchzerlegung

— Die numerische Integration

Den ersten drei aufgefiihrten Integrationstechniken liegt dabei das gemeinsame Ziel zu-

grunde, komplizierter gebaute Integrale auf einfachere Integrale, im Idealfall auf die in
Abschnitt 5 behandelten Grund- oder Stammintegrale zuriickzufiihren.

8.1 Integration durch Substitution

Viele der in den Anwendungen auftretenden Integrale lassen sich mit Hilfe einer geeig-
neten Variablen-Substitution in einfacher gebaute und hiufig sogar in Grund- oder
Stammintegrale tiberfilhren. Wir wollen zunichst die wesentlichen Ziige dieser Integrati-
onsmethode an einem einfachen Beispiel néher erldutern.

8.1.1 Ein einfiihrendes Beispiel

Das unbestimmte Integral Jx - COS (xz) dx gehort nicht zu den Grundintegralen, ldsst

sich jedoch durch die Substitution u = x* in ein solches Integral iiberfiihren (u ist eine
Hilfsvariable). Dabei ist zu beachten, dass auch das ,,alte* Differential dx durch die ,,neue*
Variable u und deren Differential du auszudriicken ist. Dies geschieht (nicht nur in die-
sem Beispiel) durch Differentiation der Substitutionsgleichung, wobei wir die Ableitung als
Differentialquotient schreiben und diesen dann nach dem Differential dx auflésen:

du du
2
— =2 dx = — V-51
= I x = X 7y ( )
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Die volistindige Substitution besteht dann aus den beiden Gleichungen

_du
T 2x

2

u=x und dx (V-52)

Unter Verwendung dieser Beziehungen geht das Integral Jx - cos (x?) dx in ein ele-
mentar losbares Integral (Grundintegral) iiber:

du 1 1
. 2 P .  — = — = — 1 -
x-cos (x7) dx Jx cosu s = Jcosudu 5 sinu + C (V-53)

Nach Riicksubstitution erhilt man schlieBlich:

x-cos (x?) dx = %-sin (x?) +C (C e R) (V-54)

Die gestellte Aufgabe ist damit gelost.

8.1.2 Spezielle Integralsubstitutionen

Der anhand des einfiihrenden Beispiels dargelegte Losungsmechanismus besteht dem-
nach aus vier hintereinander auszufiihrenden Schritten:

Berechnung eines (unbestimmten) Integrals mittels einer geeigneten Substitution
1. Aufstellung der Substitutionsgleichungen:

du du

i=gl), Teg), dv=

(V-55)

2. Durchfiihrung der Integralsubstitution durch Einsetzen der Substitutionsglei-

chungen in das vorgegebene (unbestimmte) Integral J I (x) dx:
Jf (x) dx = J @(u) du (V-56)

Das neue Integral enthélt nur noch die ,,Hilfsvariable“ u# und deren Differential
du. Der Integrand ist eine nur noch von u abhingige Funktion ¢(u).

3. Integration (Berechnung des neuen Integrals):
[owai=ew (@ w =g (v-57)
4. Riicksubstitution (mittels der Substitutionsgleichung u = g (x)):

Jf(X) dx = @(u) = P(g(x) = F(x)  (F'(x) =f(x) (V-58)
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Anmerkungen

(1) Vorausgesetzt werden muss, dass die Substitutionsfunktion im Integrationsintervall
stetig differenzierbar und umkehrbar ist.

(2) Eine Integralsubstitution wird als ,,geeignet” oder ,,sinnvoll* angesehen, wenn sie
zu einer Vereinfachung des Integrals fiihrt. Im Idealfall erhilt man ein Grund- oder
Stammintegral.

(3) Die Substitution muss vollstindig sein, d. h. nach Einsetzen der Substitutionsglei-
chungen darf die ,,alte” Variable x im Integral nicht mehr vorkommen.

(4) In bestimmten Fillen (z. B. bei Integralen mit Wurzelausdriicken wie Vv x2 — a?2)
ist es giinstiger, die Hilfsvariable « durch eine Substitution vom Typ x = & (u)
einzufiihren. In dieser Gleichung ist die ,,neue” Variable u die unabhingige und
die ,alte” Variable x die abhingige GroBe. Die Substitutionsgleichungen lauten
dann wie folgt:

dx

x = h(u), =

h'(u),  dx = h'(u)du (V-59)
(5) Bei einem bestimmten Integral kann auf die Riicksubstitution verzichtet werden,
wenn man die Integrationsgrenzen unter Verwendung der Substitutionsgleichung

u = g(x) bzw. x = h(u) mitsubstituiert (sieche hierzu das nachfolgende Bei-
spiel).

Beispiel .

Wir 16sen das bestimmte Integral [ = Jx V1 + x2dx wie folgt durch Substitution,

0
wobei wir die Integrationsgrenzen mitsubstituieren:

du du
=1 ) = = 2x, dx = —
u + x i X X o

Untere Grenze: x =0 = u=1+0%=1

Obere Grenze: x =1 = u=1+12=2
1 u=2 d | 2 | 2
Izjxvl—l—xzdx: J xﬁz—uzj-Jﬁdu:E-Jul/zdu:
X
0 u=1 1 1

:% B;/;I: é [\/ﬁ]? _ % (V8 = 1) = 0,6095

In der folgenden Tabelle 2 geben wir eine Ubersicht iiber einige besonders hdufig auf-
tretende Integraltypen, die unter Verwendung einer geeigneten Substitution gelost werden
konnen. Zu jedem Integraltyp wird eine Reihe von Beispielen angefiihrt.
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Tabelle 2: Integralsubstitutionen

Integraltyp Substitution Beispiele Substitution
(A)Jf(aerb)dx u=ax+b I‘J(Zx—3)6dx u=2x-3
Merkmal: Die Variabl = "
erkmal: Die Variable x e = — 2‘dex u=4x+5
tritt in der linearen Form
ax + b auf (a # 0)
3‘Je“+2dx u=4x +2
® 1@ r@a fu=re
I.Jsinx-cosxdx u = sinx
d
Merkmal : Der Integrand dx = 7 ,E{)
X
ist das Produkt aus einer
Funktion f (x) und ihrer 2. J In x d 7= g
Ableitung ' (x) X
f () _
(C)J dx u=fx 2x — 3 -,
f ) . 1. x2—3x+1dx u=x"—3x+1
Merkmal: Tm Zihler dx = 7
. . X
steht die Ableitung des 2. J € e U=—e*+5
Nenners er +5
(D)Jf(x; a?> —x2)dx |x =a-sinu I.J r2 — x2 dx X =r-sinu
dx = a - cosudu
Merkmal : Der Integrand 2 J 5wV — 72 gk X =r-sinu
enthélt eine Wurzel vom Va? —x% =
Typ Va2 — x2 =a-cosu N
3. J e x=2-sinu
V4 — x?
2 2 = q - si
(E).[f(x, X' +a?)dv fx =a-sinhu I.J x2 + 1 dx x = sinh u
dx = a - cosh udu
Merkmal: Der Integrand
enthilt eine Wurzel vom Val+a? = 2 J dx x =2 -sinhu
Typ V12 + a2 = a - coshu x2 + 4
. 2 _ 2 .
® [fe VT =aa smaran |, [Vi=oa |r=3 commu
dx = a - sinhu du d
Merkmal: Der Integrand
enthilt eine Wurzel vom Vi —a? = 5 X J _s h
Typ Vx2 — a2 = a - sinhu J a5 b | T oS
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Anmerkungen zur Tabelle 2

(1) Integrale vom Typ (B) bzw. (C) sind in geschlossener Form wie folgt 16sbar:

[ £ rrma =S e +c

[ x)

Jf(x) de =In|f(x)| + C

(2) Integrale vom Typ (D) bis (F): Die angegebenen Substitutionen beseitigen die
Waurzeln. Man erhilt Integrale mit trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktio-
nen, die in der Regel noch keine Grund- oder Stammintegrale sind und daher (ge-
gebenenfalls) mit einer anderen Methode bzw. unter Verwendung von Umrech-
nungsformeln weiterbehandelt werden miissen.

(3) Weitere Integralsubstitutionen findet der Leser in der Mathematischen Formel-
sammlung (Kap. V, Abschnitt 3.1).

Beispiele
6x2

W 1= | =

Die Substitution u = 1 — 4x° scheint geeignet, da sie eine deutliche Verein-
fachung im Nenner des Integranden bewirkt:

Substitutionsgleichungen :

du du du
u=1-—4x, I 12x7, dx Tx? T 20610
Integralsubstitution :
6x> 6x? du 1 1
I:J7, 33dx:J—3-7_ 2:——-1—3du
(I —4x3) u 2(6x2) 2 u

Integration und Riicksubstitution :

Das neue Integral ist bereits ein Grundintegral. Mit Hilfe der Potenzregel der Inte-
gralrechnung erhalten wir:

1 1 1 1 u?
l=—— | =du=-—= |uldu=-—= —+C =
2 Ju3 " 2 J” " > T2 "
= +C = ! +C
T 4u? 4(1 — 4x3)2
Losung :
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2 I= J2'sinx'cosxdx: ?

Dieses Integral ist vom Typ (B) (der Faktor 2 stort nicht, da er vor das Integral
gezogen werden darf) und ldsst sich daher wie folgt 16sen:

. du du
u = sinx, — = cosx, dx =
dx COS X
. du
I =2 |sinx-cosxdx =2 | u-cosx - =2 |udu =
CoS X

1
:2-5u2+C:u2+C

Riicksubstitution fiihrt zur gesuchten Losung:

I = JZ . sinx - cosxdx = sin’>x + C

3x2 -6
®) Jx3—6x+1dx

Dieses unbestimmte Integral ist vom Integraltyp (C) aus Tabelle 2, da im Zihler
des Integranden genau die Ableitung des Nenners steht. Wir 16sen dieses Integral
schrittweise wie folgt:

Substitutionsgleichungen (Nenner substituieren):

du du
_ .3 _ 2 _
u=x —6x+1, a_3x -6, dx_m
Integralsubstitution :
2 _ 3x2 -6
,:Judxzj L du :Jidu
x3 —6x + 1 u 352 — G u

Integration und Riicksubstitution:

Das neue Integral ist bereits ein Grund- oder Stammintegral:
1
I:J—du:ln\u|+C:1n|x3 —6x+1|4+C
u
Losung:

3x2 -6
indlen|x3—6x+l|+c (C € R)

x3 —6x+1
/2
@ 1= J Y =
1 + sin“ x

0
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1. Losungsweg: Wir 16sen das bestimmte Integral durch die Substitution u = sin x
mit anschlieBender Riicksubstitution, wobei wir zunéchst unbestimmt integrieren.

Substitutionsgleichungen :

du
CoS X

. u
u = sin x, d—:cosx, dx =
x

Integralsubstitution (ohne Grenzen, d. h. unbestimmt):

J COS X d J CoSs x du J 1 d
Ix = . = u
1 + sin?x 1 + u? cosx 1+ u?

Integration und Riicksubstitution:

1
J 10 du = arctan u + C = arctan (sinx) + C

Berechnung des bestimmten Integrals (C = 0 gesetzt, da die Berechnung eines
bestimmten Integrals mit Hilfe einer beliebigen Stammfunktion des Integranden
erfolgen kann):

/2
/2
I = J L.xz dx = [arctan (sin x)} =
1 + sin”x 0
0

= arctan (sin (7/2)) — arctan (sin 0) =
\—\l/—_/ T

T T
tan I — arctan0) = — — 0 = —
arctan arctan 1 1

2. Losungsweg: Wir verwenden die gleiche Substitution, verzichten aber auf die
Riicksubstitution. Dafiir miissen die Integrationsgrenzen auf die neue Hilfsvariable
u umgeschrieben werden.

Untere Grenze: x = 0 = u=sn0=0
Obere Grenze: x = m/2 = u = sin(7/2) =1
Somit gilt:

/2

1
1 1
I = J L,xzdx:J 5 du = [arctanu} =
1 + sin“ x 1+ u 0
0 0

J T
tan I — arctan0 = — — 0 = —
arctan arctan 1 1
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(5) Wir berechnen den Fliicheninhalt eines Kreises vom Radius r (Bild V-22).

v A
y=1r?-x2

Bild V-22

Zur Berechnung des Flacheninhaltes
= eines Kreises
X

Aus Symmetriegriinden beschrinken wir uns dabei auf den im I. Quadranten
liegenden Viertelkreis (in Bild V-22 grau unterlegt):

AKJeis:4'JV72—X2dX

0

Dieses Integral ist vom Typ (D) der Tabelle 2 und wird durch die Substitution
X = r - sinu, dx = r - cos udu, Vri2—x2 =r-cosu

gelost, wobei wir die Integrationsgrenzen mitsubstituieren wollen. Wir 16sen daher
die Substitutionsgleichung x = r - sin u zunichst nach u auf:

. . X . X
X =7r--Sinu = smu = — = u = arcsin (*)
r r

Mit dieser Beziehung berechnen wir dann die neuen Integrationsgrenzen:
Untere Grenze: x =0 = u = arcsin0 = 0

Obere Grenze: x =r = u = arcsinl = 7/2

Nach Durchfiihrung der Substitution erhélt man das folgende Integral:

v /2
AKreis:4~J\/r27x2dx:4~Jr~cosu-r~cosudu:
0 0
72 72
4 . J r? - cos*udu = 4r* - J cos® u du
0 0
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Dieses Integral ist zwar noch kein Grundintegral, kann jedoch mit Hilfe der aus der
Mathematischen Formelsammlung enthommenen trigonometrischen Beziehung

1
cos® u = 5 (I 4 cos (2u))

wesentlich vereinfacht werden:

/2 /2
1
Axreis = 4r° - J cos? udu = 4r? ‘5 (1 + cos (2u)) du =

/2 7/2
:2r2.Jldu+2r2-Jcos(Zu)duz
0

(=)

/2
+2r2. J cos (2u) du =

/2

Wir miissen noch zeigen, dass das Integral J cos (2u) du auch tatséchlich
0

verschwindet. Dieses Integral ist vom Typ (A) aus Tabelle 2 und wird durch
die folgende lineare Substitution geldst (die Substitutionsvariable bezeichnen wir
mit 7):
dt 1
t=2u, — =12, du = — dt
! du " 2

Die neuen Integrationsgrenzen in ¢ sind dabei (r = 2u):

Untere Grenze: u = 0 = t=0
Obere Grenze: u =m/2 = (==
Daher ist
/2 n
(2u) du — tdt*l['t]nfl('n in0) =
cos (2u) du = - cos =5 [sint| = (sin sin 0) =
0 0
1
=—(0-0)=0 -
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8.2 Partielle Integration oder Produktintegration

Aus der Produktregel der Differentialrechnung in der speziellen Form

d

= (u (x) - v(x)) = (x) - v(x) + ux) v () (V-60)

gewinnt man durch Umformung und anschlieBende Integration eine unter der Bezeich-
nung Partielle Integration oder Produktintegration bekannte Integrationsmethode. Zu-
nichst wird Gleichung (V-60) wie folgt umgestellt:

ulx) - v'(x) = % (u(x) : v(x)) —u'(x) - v(x) (V-61)

Unbestimmte Integration auf beiden Seiten fiihrt dann zu

Ju(x) cv' (x) dx = J % (u(x) . v(x)) dx — Ju’(x) - v (x) dx (V-62)

Dabei gilt:
J di)’c (u (x) - U(x)) dx = u(x) - v(x) (V-63)

Denn die (unbestimmte) Integration ist ja bekanntlich die Umkehrung der Differentiation,
hebt diese also auf. Die Integrationskonstante wird an dieser Stelle iiblicherweise wegge-
lassen, muss jedoch gegebenenfalls im Endergebnis hinzugefiigt werden. Gleichung
(V-62) kann daher auch in der Form

Ju(x) v’ (x)de = u(x) - v(x) — Ju/(x) < v (x) dx (V-64)

geschrieben werden. Diese Beziehung wird in der mathematischen Literatur als Formel
der partiellen Integration bezeichnet (auch Produktintegration genannt) und ermoglicht
unter gewissen Voraussetzungen die Integration einer Funktion f (x), wie wir gleich zei-
gen werden .

Bei der Berechnung eines Integrals J f(x) dx mittels partieller Integration wird der

Integrand f (x) zunichst in ,geeigneter Weise in zwei Faktorfunktionen zerlegt, die
wir mit u (x) und v’ (x) bezeichnen wollen:

fx) = ux) v (x) (V-65)

Dabei ist v’ (x) die Ableitung einer (zunéchst noch unbekannten) Funktion v (x).

9 Der Nutzen dieser etwas seltsamen Formel ist auf den ersten Blick nur schwer zu erkennen.
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Das Integral J f (x) dx ldsst sich dann auch wie folgt schreiben:

Jf(x) dx = J u(x) - v’ (x)dx (V-66)
Unter Verwendung der Formel (V-64) wird hieraus schlieBlich:

Jf(x) dx = Ju(x) v’ (x)dx = u(x) - v(x) — Ju’(x) v (x) dx (V-67)
Damit haben wir Folgendes erreicht:
Das Ausgangsintegral Jf (x) dx = Ju(x) - v’ (x) dx lasst sich nach dieser Formel
auf ,indirektem“ Wege iiber das Hilfsintegral Ju’ (x) - v(x)dx der rechten Glei-
chungsseite berechnen, wenn die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

1. Zu der Faktorfunktion v’ (x) ldsst sich problemlos eine Stammfunktion v (x) finden.

2. Das auf der rechten Seite stehende Hilfsintegral J u' (x) - v(x)dx ist elementar

l6sbar und im Idealfall ein Grund- oder Stammintegral.

Die Erfahrung zeigt, dass man dieses Ziel in vielen (aber nicht allen) Fillen mit Hilfe
einer ,,geeigneten’ Zerlegung des Integranden erreichen kann.

Wir fassen diese wichtigen Ergebnisse wie folgt zusammen:

Berechnung eines Integrals mittels partieller Integration
(auch ,,Produktintegration‘ genannt)

Der Integrand f (x) des vorgegebenen unbestimmten Integrals | f (x) dx wird

zunichst in ,,geeigneter Weise in ein Produkt aus einer Funktion u (x) und der
Ableitung v’ (x) einer (zunichst noch unbekannten) Funktion v (x) zerlegt:

J f\(f_)/dxz J u(x) - v'(x) dx

——

| )

Zerlegung in ein Produkt
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Dieses Integral lasst sich dann auch wie folgt darstellen (sog. Formel der partiellen
Integration):

Die Integration gelingt, wenn die Faktorfunktionen u (x) und v’ (x) die folgenden
Voraussetzungen erfiillen:

1. Zu der Faktorfunktion v’ (x) ldsst sich problemlos eine Stammfunktion v (x)

2. Das auf der rechten Seite der Integrationsformel (V-68) auftretende ,,Hilfsinte-

Jf(x) dx — Ju(x)-v’(x) dv = ux) - v(x) - Ju'(x)~v(x)dx (V-68)

bestimmen.

gral J u' (x) - v(x)dx ist elementar 16sbar, im Idealfall sogar ein Grund-

oder Stammintegral.

Anmerkungen

D

()]

3

“

®

Ob die Integration nach der Formel (V-68) gelingt, hingt im Wesentlichen von der
wrichtigen®, d. h. sinnvollen Zerlegung des Integranden f (x) in die beiden Faktor-
funktionen u(x) und v’ (x) ab. Insbesondere v’ (x) muss so gewihlt werden,
dass sich ohne Schwierigkeiten eine Stammfunktion v (x) angeben ldsst (v’ (x)
ist der ,.kritische* Faktor).

In einigen Fillen muss man das Integrationsverfahren mehrmals nacheinander an-
wenden, ehe man auf ein Grundintegral st6ft (siehe hierzu das nachfolgende Bei-

spiel (3)).

Haufig fiihrt die Partielle Integration zwar auf ein einfacheres Integral, das aber
noch kein Grund- oder Stammintegral darstellt. In diesem Fall muss das ,,neue*
Integral nach einer anderen Integrationsmethode (z. B. mittels einer Integralsub-
stitution) weiterbehandelt werden, bis man schlieBlich auf ein Grundintegral
stoft.

Die Formel der partiellen Integration gilt sinngemif3 auch fiir bestimmte Integrale.
Sie lautet dann:

(V-69)

Die Integrale in der Formel (V-68) miissen natiirlich existieren. Dies ist der Fall,
wenn u (x) und v (x) stetig differenzierbare Funktionen sind.
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m  Beispiele
(1) Jx'exdx: ?

Wir zerlegen den Integrand f (x) = x - e* wie folgt:

ulx) =x, v'(x)=¢* = u'x)=1, v =e*

Die Formel der partiellen Integration liefert dann unmittelbar ein elementar 16s-
bares Integral:

Jiwfxdx)Tc~(;xj%~$xdxx~e"Jexdx

u v’ u v u' v
=x-et—e*"+C=x—-1)-e*+C (C € R)

Um zu zeigen, dass die Art der Zerlegung des Integranden von entscheidender Be-
deutung ist, wollen wir diesmal im gleichen Integral eine andere Zerlegung des
Integranden f (x) = x - e* vornehmen und zwar:

flo) =x-e

S — =
T — o

Auch bei dieser Zerlegung lisst sich zum ,kritischen* Faktor v’ (x) = x problem-
los eine Stammfunktion bestimmen:

Die Formel der Partiellen Integration fiihrt diesmal aber zu einem ,Hilfsintegral®,

das nicht etwa (wie gewiinscht) einfacher, sondern sogar komplizierter gebaut ist
als das Ausgangsintegral:

2 2 2 2
v u u v u' v Dieses Integral

ist komplizierter
gebaut als das
Ausgangsintegral

Die vorgenommene Zerlegung des Integranden ist keineswegs ,.falsch®, offensicht-
lich jedoch ,ungeeignet”, d. h. mit dieser Zerlegung ldsst sich das Ausgangsinte-

gral Jx - e* dx nicht in ein elementar 16sbares Integral bzw. in ein Grund- oder

Stammintegral iiberfiilhren (die Potenz im Integral hat sich bei dieser Zerlegung
erhoht: x — xz).
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(2) Das unbestimmte Integral J In x dx ldsst sich auch in der Form
Jlnxdx = J (Inx) - 1dx

darstellen (,,mathematischer Trick: Faktor 1 ergiinzen). Wir nehmen jetzt die fol-
gende Zerlegung des Integranden f (x) = (Inx) - 1 vor:

u(x) =Inx, v'(x) =1 = u’(x):i, v(x) = x
X
Damit gilt nach Formel (V-68):
1
Jlnxdx:J(lnx)-ldx:(lnx)-x—J;-xdx:
l l T 1 T
u v’ u v u' v

x-lnx—Jldx:x-lnx—x—l—C:

x(Inx =1)+ C (C € R)

3) sz -cosxdx =7

Mit der Zerlegung
u(x) =x2, v'(x) =cosx = u'(x)=2x, v(x)=sinx

erhilt man zunéchst:

sz ccosxdx = x> - sinx — J2x - sinx dx =

! ! T 7 7 7
u v’ u v u’ v
= x2. sinx—Z-Jx-sinxdx = x> -sinx — 21
e ———
1

Das dabei auftretende Hilfsintegral [ = Jx - sin x dx ist zwar einfacher gebaut

als das Ausgangsintegral (Potenzerniedrigung: x*> — x), aber leider noch kein

Grundintegral. Es ldsst sich aber nach der gleichen Integrationstechnik weiterbe-
handeln. Wir zerlegen nun wie folgt (konsequenterweise miissen wir wieder die
Potenz — hier also x — mit u bezeichnen):

ux) =x, v'(x) =sinx = u'(x) =1, v(x) = —cosx
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Dann gilt:
1=Jx-sinxdx=x~(—cosx)—Jl (—cosx)dx =
Lo T 7 T 7
u v u v u' v
= —X-CcoSXx + Jcosxdx = —x-cosx + sinx + Cy

Damit haben wir das Ausgangsintegral J x? - cos xdx gelost:

sz ccosxdx = x? - sinx — 21 =

= x%.sinx — 2(—x-cosx + sinx + Cy) =

:x2~sinx+2x-cosx72~sinx72cl:
=x% . sinx 4+ 2x-cosx — 2 -sinx + C

Dabei wurde C = —2C; gesetzt (Cy,C € R).
4) Jx" e dx =7 (n € N*; a € R)

Wir nehmen zunéchst die folgende Zerlegung vor:

1
u(x) =x", v'(x) =e* = u(@=n-x""" vk =—- ¥
a
und erhalten nach der Formel der Partiellen Integration (V-68):
n ax ! 1 n ax n n—1 ax
x"-edy =uv— |uvdy = — - x" e — — - | x - e dx
a a

Damit haben wir das Ausgangsintegral Jx" - e dx gegen ein einfacher gebau-

tes Integral vom gleichen Typ eingetauscht (der Exponent hat sich um 1 verklei-
nert!). Formeln dieser Art bezeichnet man als Rekursionsformeln. Durch mehrmali-
ges Anwenden dieser Formel (hier: n-mal) gelangt man schlieflich zu dem

,,Grundintegral J e’  dx .
Rechenbeispiel
sz-e4xdx:? n =2, a =4
Der 1. Schritt fiihrt zu:
1 2 ! 1
sz et dy = sz cetr - il Jx et dy = sz cett —

—_——
I
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Im 2. Schritt wenden wir dieselbe Rekursionsformel auf das neue (aber einfachere)
Integral der rechten Seite an (diesmal ist » = 1 und a = 4):

1 1
I:Jx-e4xdx:Zx-e4x—Z-Jl-e4xdx:
_1 4x 1 4x
R TR
Damit erhalten wir die folgende Losung:
sz-e“xdx:ixz-e”—ilz
4 2
I o 4 /1 4 1 4
_ x = = x . X C
4 2 (4x TR
1 1 1 1
:sz e4x_§x e4x+372'e4x_zcl
1 1 1
:4<x2—2.x+8> e4x—|—C

Dabei wurde C = — C/2 gesetzt (Cy, C € R). [

8.3 Integration einer echt gebrochenrationalen Funktion
durch Partialbruchzerlegung des Integranden

Fiir echt gebrochenrationale Funktionen ist eine spezielle Integrationstechnik unter der
Bezeichnung ,,Integration durch Partialbruchzerlegung* entwickelt worden. Wir werden
sie im Folgenden ausfiihrlich behandeln.

Ist die Funktion jedoch unecht gebrochen, so muss sie zunichst in eine ganzrationale und
eine echt gebrochenrationale Funktion zerlegt werden. Diese Zerlegung ist stets moglich
und eindeutig (siehe hierzu Kap. III, Abschnitt 6.3). Wir geben zunichst ein Beispiel.

Beispiel
2x3 — 14x% 4 14x + 30

2
x? —4
Polynomdivision in einen ganzrationalen und einen echt gebrochenrationalen Anteil zerlegt:

Die unecht gebrochenrationale Funktion y =

wird durch

22x — 26

(2x7 — 14x? 4 14x + 30) : (x> — 4) = 2x — 14 + =5 7
X2 _

—(2x3 — 8x)

—14x% + 22x + 30
—(—14x2 + + 56)
22x — 26

Ganzrationaler Anteil : 2x — 14

22x — 26
X2 — 4 |

S

—

ad
I

Echt gebrochenrationaler Anteil:  r(x) =
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8.3.1 Partialbruchzerlegung
Z(x)

Jede echt gebrochenrationale Funktion vom Typ f (x) = m lidsst sich mit Hilfe al-
X

gebraischer Methoden in eindeutiger Weise in eine endliche Summe aus sog. Partial-

oder Teilbriichen zerlegen, die dann ohne grofle Schwierigkeiten gliedweise integriert

werden kénnen (Z (x): Zihlerpolynom, N (x): Nennerpolynom).

Wir gehen dabei wie folgt vor:

Partialbruchzerlegung einer echt gebrochenrationalen Funktion

Z
Eine echt gebrochenrationale Funktion vom Typ f (x) = N((x)) lasst sich schritt-
X

weise wie folgt in eine Summe aus Partial- oder Teilbriichen zerlegen:

1. Zundchst werden die reellen Nullstellen des Nennerpolynoms N (x) nach La-
ge und Vielfachheit bestimmt ®.

2. Jeder Nullstelle des Nennerpolynoms wird ein Partialbruch in folgender Wei-
se zugeordnet:

A
x1: Einfache Nullstelle —»
X — X1
A A
x1: Zweifache Nullstelle —» L 4 2
X —x1  (x—xp)
A A A,
x1: r-fache Nullstelle —> L4 2 T o F——
X=X (x—xp) (x —x1)
A, Ay, Ay, ..., A, sind dabei (zunidchst noch unbekannte) Konstanten.
. . . Z(x) .
3. Die echt gebrochenrationale Funktion f (x) = m ist dann als Summe
X

aller Partialbriiche darstellbar (Anzahl der Partialbriiche = Anzahl der Null-
stellen des Nennerpolynoms N (x)).

4. Bestimmung der in den Partialbriichen auftretenden Konstanten: Zunéchst
werden alle Briiche auf einen gemeinsamen Nenner (Hauptnenner) gebracht.
Durch Einsetzen geeigneter x-Werte (z. B. der Nennernullstellen) erhélt man
ein einfaches lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Konstanten, das
z. B. mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus gelost werden kann.

Eine weitere Methode zur Bestimmung der Konstanten ist der Koeffizienten-
vergleich.

© Wir setzen hier voraus, dass der Nenner ausschlieflich reelle Nullstellen besitzt (zum Vorgehen bei kom-
plexen Nullstellen siehe Formelsammlung, Kap. V, Abschnitt 3.3).
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Beispiele

(1) Der Nenner einer echt gebrochenrationalen Funktion besitze die folgenden ein-
fachen Nullstellen: x; = 2, x, = 5 und x3 = —4. Die zugehorigen Partial-
briiche lauten dann der Reihe nach:

A B C
x =2 x =5 x + 4

(2) Wie lautet die Partialbruchzerlegung der echt gebrochenrationalen Funktion

x+1
= = ?
y =/ x3 —5x2 +8x — 4~

Losung : Wir berechnen zunéchst die Nennernullstellen :
Nix)=x-5x"+8x-4=0 = x =1, Xp3 = 2

(x; = 1 durch Probieren gefunden; das Horner-Schema liefert dann das 1. redu-
zierte Polynom, aus dem sich die weiteren Nullstellen ergeben). Thnen ordnen wir
die folgenden Partialbriiche zu:

A

x —1

B C
X—2+(x—2)2

x1 = 1 (einfache Nullstelle) —>

X2/3 = 2 (doppelte Nullstelle) —»

Damit lisst sich die Funktion f(x) wie folgt darstellen (Zerlegung in Partial-
briiche):

x + 1 x+ 1

f(x):x3,5x2+8x—4:(x—l)(x—2)2:

A n B n C
Tx—1 x-=2 (x_z)z

Um die Konstanten A, B und C bestimmen zu konnen, miissen die Briiche zu-
niichst gleichnamig gemacht werden (Haupmenner: (x — 1) (x — 2)%; die Brii-
che miissen der Reihe nach mit (x — 2)% (x — 1) (x — 2) bzw. (x — 1) erwei-
tert werden):

x+ 1 _A@ -2 4+ Br-1(Fx-2)+Cx—1)
(x—1)(x —2)° (x—1)(x —2)°

Aus dieser Gleichung folgt dann durch Multiplikation mit dem Hauptnenner:

x+1=Ax -2 4+Bx—-1)(x—-2)+Ckx—-1)
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Wir setzen jetzt der Reihe nach die Werte x = 1, x = 2 (also die beiden Null-
stellen des Nenners) und x = O ein und erhalten ein eindeutig l6sbares lineares
Gleichungssystem fiir die drei Unbekannten A, B und C:

x=1] = 2=4 = A=2
=7 -

x=0 = 1=4A+2B-C = 1=4-2+2B-3

I
a
U
a
I

w

= 1 542B = 2B=-4 = B=-2

Die gesuchte Partialbruchzerlegung lautet damit:

x+1 2 2 3
3 2 = - + 2
x> — 5x+8x — 4 x — 1 x —2 (x — 2) n

8.3.2 Integration der Partialbriiche

Die in der Partialbruchzerlegung einer echt gebrochenrationalen Funktion auftretenden
Funktionen sind vom Typ "

1 1
. —_— >2 V-
o bzw G- (n > 2) (V-70)

Mit Hilfe der Substitution u = x — xq, d—u = 1 und somit dx = du ist ihre Integra-
X

tion elementar durchfiihrbar und liefert die folgenden Losungen (Cy, C, € R):

[ d d
J X :Jl:]n|u|+C1:1n|x—X1|+C1 (V_71)
X — X1 u
J dx Jdu J —n g u "t +C ! +C
- = —_— = u U= —"" I — =
(x _ x1)n u’ —n+ 1 2 (] — l’l)l/th*] 2
1
= + C, (V-72)

? Die in den Partialbriichen auftretenden Konstanten konnen bei der Integration vor das Integral gezogen
werden und haben somit keinen Einfluss auf die nachfolgenden Uberlegungen.
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Bevor wir das beschriebene Verfahren zur Integration gebrochenrationaler Funktionen
durch Partialbruchzerlegung des Integranden auf konkrete Beispiele anwenden, fassen
wir die einzelnen Schritte, die zur Integration fiihren, wie folgt zusammen:

Integration einer gebrochenrationalen Funktion durch Partialbruchzerlegung

Z
Die Integration einer gebrochenrationalen Funktion f (x) = I# wird nach dem
folgenden Schema durchgefiihrt: )

1. Zerlegung von f (x) in eine ganzrationale Funktion p (x) und eine echt ge-
brochenrationale Funktion r(x) (z. B. durch Polynomdivision) ®:

f) =pk) +rk (V-73)

2. Darstellung des echt gebrochenrationalen Anteils r (x) als Summe von Par-
tialbriichen (sog. Partialbruchzerlegung).

3. Integration des ganzrationalen Anteils p (x) und s@mtlicher Partialbriiche.

Beispiele

2x3 — 14x? + 14 30
(1) J a XZ rlax dx =
x> —4
Der Integrand ist unecht gebrochenrational und wird durch Polynomdivision in

einen ganzrationalen und einen echt gebrochenrationalen Anteil zerlegt (diese Zer-
legung wurde bereits zu Beginn dieses Abschnitts durchgefiihrt):

2x3 — 14x% + 14x + 30 2x — 26
fix) = 4 R

Zerlegung des echt gebrochenrationalen Anteils in Partialbriiche

22x — 26
r(x) = 21

Nullstellen des Nenners: x> — 4 =0 = X1 =2, xp, = =2

Zuordnung der Partialbriiche :

A
x1 = 2 (einfache Nullstelle) —» 5
x —
. B
X, = —2 (einfache Nullstelle) —»
x+ 2

® Diese Zerlegung entfiillt, wenn die Funktion f (x) bereits echt gebrochenrational ist.
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Partialbruchzerlegung :

2x—26  22x — 26 A B

x2 —4 _(fo)(x+2)_x72+x+2

Bestimmung der Konstanten A und B (zundchst Hauptnenner bilden):

2x -2 AW+ +Br-2) _
(x—2)(x +2) x=2)(x+2)

2x —26=A(x +2) + B(x - 2)

Wir setzen fiir x der Reihe nach die Werte der beiden Nennernullstellen ein:

=2 = 18 = 4A = A =45

= -70=-4B = B =175

Die Partialbruchzerlegung ist damit abgeschlossen. Sie lautet:

22)6—267 4,5 n 17,5
x2—4  x—=-2 x+42

Durchfiihrung der Integration

22x — 26
= 2x — 14 —_— =
dx J(x )dx+J P dx

2x3 — 14x% 4+ 14x + 30
x2 —4

4,5 17,5
x2—14x+J< + )dx:
x—2 x+2

=x?—14x+45 -In|x —2[+ 175 In|x +2|+C (C € R)

x2 —5x+8
2 =7
@ Jx4—6x2—|—8x—3dx

Der Integrand ist bereits echt gebrochenrational. Wir zerlegen ihn in Partialbriiche.
Zunichst werden die Nullstellen des Nenners ermittelt:
x* —6x>+8x-3=0 = x; =1 (3fach), x, = -3

Die zugehorigen Partialbriiche lauten daher:

A 1 A 2 A 3

+ + -

=1 -1 @)

B
x+3

X1 1 (3-fache Nullstelle) —>

xy = —3 (einfache Nullstelle) —»
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Die Integrandfunktion ist daher in der Form

x> —5x+8 _ x> —5x+8 _
X —6x2 +8x -3 (x— 1)3(x+3)
_ A A As B

P T AN T
darstellbar.
Bestimmung der Konstanten A\, A,, Az und B (Hauptnenner bilden):
x2 —5x + 8
(- 1) (x+3)

Al(x =D x+3)+A,x = D) (x+3) +As(x+3) +B(x — 1)°
(x — 1) (x + 3)

Die Gleichung wird beiderseits mit dem Hauptnenner (x — 1)3 (x + 3) multipliziert:
x2 —5x+ 8=
A (x—D*x+3)+A - Dx+3)+A35(x+3)+Bx—1)°
x =1 = 4=44A; = A;=1
x=-3 = 32=-64B = B=-05
x=0 = 8 =3A, —3A, +3A3 — B
8 =3A; —3A, +34+05

45 =3A; —3A, | :3
I 1,5=A4, — A, oder Al — A, =15

= 14 =8A, — 44, + 245 — 8B

14 =8A; —4A, +2 + 4
8 =8A, —4A, | : 4
(m 2=24A, — A, oder 21 — A, =2
Aus den Gleichungen (I) und (II) folgt durch Differenzbildung:

M A —A, =15
() 2A; —A, =2

—A = -0, = A; =05 = A, = —1
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Die Partialbruchzerlegung ist damit vollzogen:

x2 —5x +8 0,5 1 1 0,5

X* —6x2+8x—-3 x—-1 (x_1)2+(x_])37x—|—3

Durchfiihrung der (gliedweisen) Integration:

dx =

J x2—-5x+8
x4 —6x2+8x -3

0,5 dx dx 0,5
= dx — | ——— + 3~ dx =
x —1 (x—1) (x = 1)° x+3

1 1
—05-Inj|x— 1]+ - S =05 In|x+3]+C=
x—1 2(x-1)
-1 1 1
=05 In|> ’+ - S+ C  (CER)
x + 3 x—1 2(x — 1) -

8.4 Numerische Integrationsmethoden

In vielen Fillen ist die Integration einer stetigen Funktion in geschlossener Form nicht
moglich oder aber vom Arbeits- und Rechenaufwand her nicht vertretbar. So sind wir
beispielsweise nicht in der Lage, das in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik so

X

bedeutende Integral F (x) = J e~ dr durch einen analytischen Funktionsausdruck zu
0

beschreiben. In diesem Fall ist man dann auf die punktweise Berechnung der Stamm-

funktion unter Verwendung spezieller Ndherungsverfahren angewiesen (sog. numerische

Integration)®. Numerische Integrationstechniken sind daher ihrem Charakter nach stets

Ndherungsverfahren und konnen in den folgenden Fillen zur Lésung des Problems he-

rangezogen werden:

— Das Integral ist elementar, d. h. in geschlossener Form nicht 16sbar.
— Der Integrand ist in Form einer Wertetabelle gegeben.
— Der Integrand liegt als Funktionskurve (Funktionsgraph) vor.

Die Integration ist in geschlossener Form zwar grundsitzlich durchfiihrbar, jedoch zu
aufwindig.

Wir behandeln in diesem Abschnitt zwei Niherungsverfahren zur Berechnung bestimm-
ter Integrale (Trapezformel, Simpsonsche Formel). In beiden Fillen setzen wir bei der
Herleitung der Formelausdriicke voraus, dass die sterige Integrandfunktion y = f (x) im
Integrationsintervall @ < x < b oberhalb der x-Achse verlduft, so dass das bestimmte

9 Eine weitere Moglichkeit besteht in der Potenzreihenentwicklung des Integranden und anschlieBender
(gliedweiser) Integration (siehe hierzu Kap. VI, Abschnitt 3.3.2).
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b
Integral J f (x)dx als Flicheninhalt interpretiert werden darf. Die Fliche wird dann

(dhnlich wie bei der Einfiihrung des Begriffes ,,bestimmtes Integral® in Abschnitt 2) in
achsenparallele Streifen gleicher Breite zerlegt. AnschlieBend werden die oberen Beran-
dungen der Streifen durch moglichst einfache Kurven ersetzt (Geraden, Parabeln).

8.4.1 Trapezformel

Wir zerlegen das Integrationsintervall a < x < b in n Teilintervalle gleicher Linge h
(auch Schrittweite genannt):

(V-74)

Die Randpunkte der Teilintervalle werden als Stiitzstellen bezeichnet. Sie lauten der Rei-
he nach (Bild V-23):

Xo=a, xy=xo+h=a+h, x =x9o+2h=a+ 2h,
e, Xx=xo+k-h=a+k-h, ..., x,=05b (V-75)
Die zugehdrigen Funktionswerte y; heilen Stiitzwerte:

vi =f(xk) =f(xo+k-h)=f(a+k-h) (k=0,1,2, ....n) (V-76)

y y =f(x) Pn-1
-
\Po //* \Pn
e N
4
,/
p, P2
Yn-1
Yo Yn
Y1 Y2
h h h
‘ Xp=a Xy X2 Xp—1 Xp=b X

Bild V-23 Zur Herleitung der Trapezformel

Die Fliche unter der Kurve y = f(x), a < x < b zerfillt damit in n achsenparallele
Streifen der Breite h. Ersetzt man in jedem Streifen den dortigen Kurvenbogen durch
die Sehne (diese verlduft geradlinig durch die beiden Randpunkte), so erhdlt man eine
Ndherung in Form eines Trapezes.
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Bild V-24
Zur nidherungsweisen Berechnung
des 1. Flachenstreifens bei der Trapezformel

><V

So wird beispielsweise der I. Streifen durch das in Bild V-24 grau unterlegte Trapez
vom Flidcheninhalt

A = w h (V-77)

ersetzt '”. Analog erhilt man fiir die Flicheninhalte der iibrigen n — 1 Streifen nche-
rungsweise

SR i IR T D I B S N 1

A 2 2 2

Fiir grofies n ist die Summe aller Trapezflichen eine gute Ndherung fiir den gesuchten
Flacheninhalt. Wir erhalten somit die folgende Niherungsformel:

b
Jf(x)dx%A1+A2+A3+...+An=

Yo + yi yi+y2 Y2 +y3 Yn—1+ Yan
= h h h ——h =
2 + 2 + 2 + + 2
h
= o+ y1) + Oi+y2)+ 2a+y3)+ .o+ Ga1 +yn) 5=
—— e —— N ——
2y 2ys 2y3 2yn-1

h
= (yo+2y1 + 2y +2y3 4+ ...+ 2y, +Yn>2 (V-79)
Die inneren Ordinaten (Stiitzwerte) treten dabei doppelt auf. Wir konnen diesen Aus-

druck noch wie folgt vereinfachen:

19 Der Flicheninhalt eines Trapezes wird nach der aus der
Elementarmathematik bekannten Formel

a+b
2

berechnet (siche hierzu Bild V-25). h

A= h

Bild V-25
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b
h
Jf(x)dx ~ ((yo +ya) +201+y2+y3+ ... +yn_1)> 5=
N— —
“ 2 2

(21+2~22>I;<é'21+22)h (V-SO)

Diese Formel gestattet die ndherungsweise Berechnung eines bestimmten Integrals, wenn
von der Integrandfunktion n + 1 Stitzwerte (Funktionswerte) bekannt sind (sog. Tra-
pezformel).

Wir fassen zusammen :

Trapezformel (Bild V-23)

b
1
Jf(X)dx% g(yo+yn)+(y1 + v+ Y3+ .oy k=
——
2 s, s,
1
— (E .3, +22)h (V-81)

Dabei bedeuten:

vr: Stiitzwerte der Funktion y = f (x), berechnet an den Stiitzstellen
xpr=a-+k-h (k=0,1, ...,n)

b —
h: Streifenbreite (Schrittweite) (h = a)

2;: Summe der beiden dufleren Stiitzwerte (Ordinaten der beiden Randpunkte)

2,: Summe der inneren Stiitzwerte

Anmerkungen

(1) Die Néherung durch die Trapezformel (V-81) ist umso besser, je feiner die Inter-
vallunterteilung ist. Sie liefert fiir n — oo den exakten Integralwert.

(2) Die Trapezformel gilt unabhdngig von der geometrischen Interpretation, sofern der
Integrand f (x) eine stetige Funktion ist.

(3) Die Randkurve y = f(x), a < x < b wird bei diesem Néaherungsverfahren
durch einen Streckenzug ersetzt (stiickweise geradlinige Berandung).

(4) Man beachte: Die Stiitzwerte gehen mit unterschiedlichen Gewichtungsfaktoren in
die Rechnung ein (Randordinaten mit dem Faktor 1/2, innere Ordinaten mit dem
Faktor 1).
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Beispiel

1
Wir berechnen das Integral Je’xz dx ndherungsweise fir n = 5 bzw. n = 10 Strei-
fen. 0

Zerlegung in n = 5 Streifen (siehe Bild V-26)

1 1 1
Je_xzdx’“ (ZYO+Y1+y2+Y3+Y4+y5>h= <'21+22)h

2 2
0
y A
1 2
T - X
y=e

N Bild V-26
Néherungsweise Berechnung des Integrals
1
J e~ dx nach der Trapezformel
0

| — fiir n = 5 Streifen der Breite 7 = 0,2
—10,2 ]* 1 X

Streifenbreite (Schrittweite): h = 0,2

2

k Stiitzstellen x; | Stiitzwerte y; = e~ %«
0 0 1
1 0,2 0,9608
2 0,4 0,8521
3 0,6 0,6977
4 0,8 0,5273
5 1 0,3679

2 = 1,3679 | 2, = 3,0379

Die Trapezformel liefert damit fiir n = 5 Streifen den folgenden Ndaherungswert:
1 1
Je”‘z dx =~ <2 -2+ 22> h = (2 - 1,3679 + 3,0379) - 0,2 = 0,7444

Die Abweichung des Niherungswertes 0,7444 vom exakten Wert 0,7468 (auf vier Stel-
len nach dem Komma genau) betrdgt rund 0,3 %.
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Zerlegung in n = 10 Streifen

2 1
e dx =~ EYo+Y1+y2+

0

Streifenbreite (Schrittweite): h = 0,1

1
A ) +§y10

Hinweis zu dieser Tabelle

k | Stiitzstellen x; | Stiitzwerte y; = e %
0 0 1
1 0,1 0,9900
2 0,2 0,9608
3 0,3 0,9139
4 0,4 0,8521
5 0,5 0,7788
6 0,6 0,6977
7 0,7 0,6126
8 0,8 0,5273
9 0,9 0,4449
10 1 0,3679

2 = 1,3679 | X, = 6,7781

1
h= (= 2 +3)h
Ji=(3 =z

Die Stiitzwerte aus der vorherigen Zerlegung in n = 5 Streifen konnten unverindert
iibernommen werden, die zusdtzlich bendtigten Ordinatenwerte befinden sich in den grau
unterlegten Zeilen (es handelt sich dabei um die Stiitzwerte y;, y3, ys, y7 und yg.

Die Trapezformel (V-81) liefert dann fiir n = 10 Streifen den folgenden Ndherungs-
wert, der nur noch um rund 0,1% unterhalb des exakten Wertes 0,7468 liegt:

1
Jefxzdxz (2.21 +22

0

)h - (; - 1,3679 + 6,7781> - 0,1 = 0,7462
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8.4.2 Simpsonsche Formel

Die nach der Trapezformel (V-81) berechneten Niherungswerte konvergieren relativ
langsam gegen den exakten Integralwert: Die geradlinige Berandung der Streifen durch
die Sehne ist offenbar eine zu grobe Niherung. Zu besseren Ergebnissen gelangt man,
wenn man nach Simpson die krummlinige obere Begrenzung der einzelnen Flichenstrei-
fen durch parabelformige Randkurven ersetzt.

Das numerische Integrationsverfahren nach Simpson geht dabei von den folgenden Uber-
legungen aus: Zunichst wird das Integrationsintervall @ < x < b in eine gerade An-
zahl 2n von Teilintervallen gleicher Linge (Schrittweite)

h=(b-a)/2n (V-82)
zerlegt. Dies fiihrt zu den 2n + 1 Stiitzstellen
Xo=a, xy=xo+h=a+h, x, =x9o+2h=a+ 2h,
., X =xo+k-h=a+k-h, ..., X0, =0>b (V-83)
mit den Stiitzwerten (Funktionswerten)
vi =f@x) =fla+k-h  (k=0,1,2,...,2n) (V-84)

(Bild V-27). Man erhilt auf diese Weise genau 2n sog. ,einfache® Streifen. Dann
werden jeweils zwei benachbarte (einfache) Streifen zu einem sog. Doppelstreifen
zusammengefasst. Aus 2n einfachen Streifen der Breite 4 entstehen daher genau n
Doppelstreifen der Breite 2h (in Bild V-27 abwechselnd hell- und dunkelgrau unterlegt)
und es ist unmittelbar einleuchtend, warum das Integrationsintervall a < x < b in eine
gerade Anzahl von Teilintervallen zerlegt werden muss.

y

—
+ 1 —
X

‘ Xp=a Xy X2 X3 X4 Xon—2 Xopn—1 Xon=Db

Bild V-27 Zur Herleitung der Simpsonschen Formel
(Zerlegung der Fliche in 2n ,einfache” Streifen der Breite h)

Wir gehen jetzt zur ndherungsweisen Berechnung des Flidcheninhalts der n Doppelstrei-
fen iiber. In dem I. Doppelstreifen (hellgrau unterlegt in Bild V-28) wird die krummlini-
ge Berandung durch eine durch die drei Kurvenpunkte Py, P; und P, verlaufende
Parabel mit der Funktionsgleichung

y = axx’ +a;x + ag (V-85)
ersetzt (Bild V-28).
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Die Koeffizienten aj, aj, ag in der Parabelgleichung (V-85) sind dabei eindeutig durch
die Koordinaten der drei Punkte bestimmt. Sie brauchen jedoch (wie sich etwas spiter
noch zeigen wird) nicht berechnet zu werden, da sie nur indirekt in die Endformel einge-
hen.

Bild V-28
Zur niherungsweisen Berechnung
des 1. Doppelstreifens bei der
— Simpsonschen Formel
X

Der Flicheninhalt A, zwischen der Parabel und der x-Achse im Teilintervall
xo < x < xo9 + 2h liefert dann einen Ndherungswert fiir den tatsdchlichen Flidchen-
inhalt des 1. Doppelstreifens. Er ldsst sich mittels elementarer Integration wie folgt be-
rechnen:

xo+2h

1 x0+2h
A = J (a2x2+a1x+ao)dx: —axx + —a x>+ apx =
J 3 2 .
1 3, 1 2
:Etlz()ﬂ)%‘z}’l)‘ +3a1(x0+2h) +(lo()€0+2h)*
1 3 1 2
—?asz - Ealxo — aopXo (V'SG)

Wir entwickeln noch die Binome mit Hilfe der bekannten binomischen Formel aus Kap. I
(Abschnitt 6), ordnen die Glieder und fassen zusammen:

h
Ay = (6arx} + 12ayx0h + 8ah? + 6a,xo + 6a1h + 6ay) 3 (V-87)
Der in der Klammer stehende Ausdruck ist dabei nichts anderes als die Summe
Yo +4y1 +y2 = f(xo) +4f(x1) +f(x2) (V-88)

gebildet aus den Ordinaten der drei Punkte Py, P; und P, und jeweils berechnet mit
Hilfe der Parabelgleichung (V-85):
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yo = f(x0) = arx§ + ayxo + ao
Vi :f()c]) :f(XQ -+ h) = az()C() + h)2 + a (X() + ]’l) + a (V-89)

y2 =f(x2) = f(x0 4+ 2h) = az(xo + 2h)* + ay (xo + 2h) + ao

(bitte nachrechnen!). Denn an den Stiitzstellen xo, x; = xo + & und x, = x¢ + 2h
stimmen die Funktionswerte von Kurve und Parabel iiberein. Der I. Doppelstreifen be-
sitzt daher ndherungsweise den Flicheninhalt

h
A = <y0 +4y + yz) 3 (V-90)

Analog erhidlt man fiir die iibrigen n — 1 Doppelstreifen ndiherungsweise folgende Fla-
cheninhalte:

h h
Ay = <Y2+4y3 +)’4> 3 Az = (y4+4y5 +y6> 3

h
3 (VoD

L, A, = <Y2n2 +4yr,-1 + y2n>

Durch Summation tiber samtliche Doppelstreifen erhilt man schlieflich den folgenden
Niéherungswert fiir den gesuchten Flicheninhalt 'V

b
Jf(x)dsz1+A2+...+A,,:

= | (o +4y1 +y2) + (2 +4y3 + ya)+ ... +Van-2 +4y2u-1 + y2n):|
——— —— ————

i 2y, 2y4 2yon—2

= |yo+4yr +2y2 +4y3 +2ys + ... +2y2,-2 +4y2,_1 + y2n:|

n
3

= | o+yu) +4 1 +y3+ .o F Y1) 202 Fys+ ... +)’2nz)]
) 20 21 Z2

h
=<20+4-21+2'22>3 (V-92)

"D Wir gehen ihnlich vor wie bei der Herleitung der Trapezformel. Den allen Summanden gemeinsamen
Faktor 71/3 haben wir bereits ausgeklammert. Dann beriicksichtigen wir, dass die beiden Randordinaten
einfach, die inneren Stiitzwerte abwechselnd mit dem Faktor 4 bzw. 2 auftreten.

n
3

h
3
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Diese als Simpsonsche Formel bezeichnete Nidherung fiir das bestimmte Integral
lasst sich dann auch wie folgt darstellen:

b

Jf(x) dx

a

Simpsonsche Formel (Bild V-27)

s e~ [(yo oy 4 4G+ st et yant) +
————
. 20 i

h
+2 @2+ ya+ ... +y2n-2) 3

29

(V-93)

<zo+4~21+2~22)§

Dabei bedeuten:

yi: Stiitzwerte der Funktion y = f (x), berechnet an den 2n + 1 Stiitzstellen
xr=a+k-h (k=0,1,...,2n)

b —

h:  Breite eines einfachen Streifens (Schrittweite) <h = a)
n

>p: Summe der beiden duferen Stiitzwerte (Ordinaten der beiden Randpunkte)
21: Summe der inneren Stiitzwerte mit einem ungeraden Index
>,: Summe der inneren Stiitzwerte mit einem geraden Index

Anmerkungen

(1) Auch diese Formel gilt unabhdingig von der geometrischen Interpretation fiir jede
stetige Integrandfunktion f (x).

(2) Beim Grenziibergang n — oo streben die Nédherungswerte gegen den exakten In-
tegralwert.

(3) Nachteil der Simpsonschen Formel: Sie ist nur anwendbar fiir eine Zerlegung in
eine gerade Anzahl von (einfachen) Streifen, d. h. man bendtigt stets eine ungera-
de Anzahl von Stiitzwerten.

(4) Beachten Sie die unterschiedlichen Gewichtungsfaktoren der Stiitzwerte (symmetri-

sche Verteilung: 1,4,2,4,2,...,2,4,2,4, 1).




8 Integrationsmethoden 485

(5) Einen verbesserten Naherungswert [, erhilt man folgendermaflen: Ist 7, der Na-
herungswert bei der Schrittweite 2 und I,;, der Niherungswert bei der doppelten
Schrittweite 2k, so ist der Fehler Al von [, ndherungsweise durch

1
Al = G (Ih — 12h> (V_94)

gegeben. Einen gegeniiber der Schrittweite h verbesserten Wert I, erzielt man
dann nach der Formel

I, = I + Al (V-95)

(Voraussetzung: 2n ist durch 4 teilbar).

Beispiel

Wir wollen den Flicheninhalt unter der Kurve y = f(x) = v/ 1 + e%5*> im Inter-
vall 1 < x < 2,6 ndherungsweise mit Hilfe der Simpsonschen Formel fiir eine Zer-

legung in 2n = 8 einfache Streifen und damit n = 4 Doppelstreifen berechnen
(siche Bild V-29).

y

6

5

4

3

5 Bild V-29
Zur Berechnung des Flicheninhaltes

1 unter der Kurve y = /1 + e05+?
im Intervall 1 < x < 2,6

><V

| 1= -2 26
0,2

Um den dabei begangenen Fehler abschitzen zu konnen und um gleichzeitig einen ver-
besserten Niherungswert zu erhalten, wird eine sog. Zweitrechnung mit halber Streifen-
anzahl (also vier einfachen und damit zwei Doppelstreifen) durchgefiihrt. Der Mehrauf-
wand an Rechenarbeit ist dabei relativ gering, da die bei der Zweitrechnung bendotigten
Stiitzwerte bereits aus der Erstrechnung bekannt sind. Die Schrittweiten betragen somit:

Erstrechnung: (2n = 8, d.h. n = 4): h =02

Zweitrechnung: (2n™ =4, d.h. n™ =2): h* =2h = 04
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Erstrechnung: 2n =8, n =4, h = 0,2

2

,0
h
J\/l+eo’5xzdx<20+4~21+2.22)3

1

Iy

= 4,4926

(7,1385 +4 - 11,1256 + 2 - 7,8740) : Oéz

Zweitrechnung: 2n™ =4, n* =2, h* =2h = 04

*k

h 2h
12h=1;§=<23+4-2ﬁ+2-2§>:<2§+4.2T+2.2>§>3

3
0.4
= (7,1385 + 4 - 54137 + 2 - 2,4603 | - = 4,4952
Der Fehler fiir die Erstrechnung betrdgt damit rund
1 1
Al = — (I — I ) = — | 4,4926 — 4,4952 ) = —0,0002
15 15
Einen verbesserten Wert liefert die Formel (V-95):
I, =1, + Al = 4,4926 — 0,0002 = 4,4924 =

9 Uneigentliche Integrale

Bei den bisher behandelten bestimmten Integralen haben wir stets die folgenden Eigen-
schaften vorausgesetzt:

1. Der Integrand f (x) ist eine stetige Funktion;

2. Die Integrationsgrenzen a und b und damit auch das Integrationsintervall sind
endlich.

Solche Integrale werden auch als ,.eigentliche* Integrale bezeichnet. In den naturwissen-
schaftlich-technischen Anwendungen treten aber auch Integrale auf, bei denen mindes-
tens eine der beiden genannten Eigenschaften nicht vorhanden ist. Integrale dieser Art,
mit denen wir uns in diesem Abschnitt beschiftigen wollen, werden als ,uneigentliche*
Integrale bezeichnet.
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9.1 Unendliches Integrationsintervall

In den Anwendungen treten vereinzelt Integrale mit einem unendlichen Integrationsinter-
vall auf. Sie sind zunichst nicht definiert (vgl. hierzu die Integraldefinition (V-22)). For-
mal lassen sie sich auf einen der folgenden Integraltypen zuriickfiihren:

oJof()c)d)c, j f(x) dx, Och()c)a')c

Wir geben zunichst zwei anschauliche Anwendungsbeispiele.

Beispiele

(1) Im Gravitationsfeld der Erde soll eine Masse m aus der Entfernung ro (vom
Erdmittelpunkt aus gemessen) ins Unendliche (r = oco) gebracht werden (Bild
V-30; siehe hierzu auch Beispiel (3) im spéteren Abschnitt 10.6).

Erde -

Bild V-30
Arbeit im Gravitationsfeld der Erde

Die Berechnung der dabei aufzuwendenden Arbeit W fiihrt zu dem folgenden un-
eigentlichen Integral:

o0 o0
M 1

W = me—zdrzme- J - dr
r r

ro ro

(f: Gravitationskonstante; M: Erdmasse).

1
1+ x2
und der x-Achse stofit man auf das folgende uneigentliche Integral (siehe Bild V-31):

T
A:J dx

(2) Bei der Bestimmung des Fldcheninhaltes A zwischen der Kurve y =

1 + x2

><W

1
1+ x2

Bild V-31 Zur Berechnung der Fliche unterhalb der Kurve y =
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Um einem uneigentlichen Integral einen Wert zuweisen zu konnen, muss der in Ab-

schnitt 2 erkldrte Integralbegriff erweitert werden. Wir beschrianken uns dabei auf Inte-
o0

grale vom Typ J f (x) dx, wobei wie bisher die Stetigkeir des Integranden f (x) im
a

Integrationsintervall x > a vorausgesetzt wird. Im FEinzelnen wird dabei wie folgt

verfahren:

o0
Berechnung eines uneigentlichen Integrals vom Typ J f(x) dx
a

1. Zundchst wird tiber das endliche Intervall a < x < A integriert (4 > a).
Das Integral ist vorhanden, sein Wert hingt aber noch von der gewihlten obe-
ren Grenze A ab:

1) = J £ (x) dx (V-96)

a

2. Dann wird der Grenzwert von [I(4) fir A — oo berechnet. Ist er vorhan-
den, so setzt man definitionsgemal

Jf(x) dx = lim I(A) = lim J f(x) dx (V-97)
A—o00 A— o0

und nennt das uneigentliche Integral konvergent. Andernfalls spricht man von

einem divergenten uneigentlichen Integral.

Anmerkung p o

Analog werden die uneigentlichen Integrale J f(x)dx und J f(x) dx durch

— o0 — 00

Grenzwerte erklart. Bei letzterem Integral wird das unendliche Integrationsintervall durch
einen beliebigen Teilpunkt x = ¢ zunidchst in zwei Teilintervalle zerlegt und dann die
beiden uneigentlichen Integrale (wie oben geschildert) berechnet. Wenn beide Integrale
(Grenzwerte) existieren, gilt dies auch fiir das Ausgangsintegral.
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Beispiele

T
32
1

Wir integrieren zunéchst von x = 1 bis zur Stelle x = 4 > 1 und erhalten nach
der Potenzregel der Integralrechnung:

T 21" I K T
1)) = | = — DB = |Z—| = |- —| = = - —
R e R I
1
Im zweiten Schritt vollziehen wir den Grenziibergang fir A — oc:

1 1 1 1
Iim IA)=1lm |[——— ) =——-0=—

Das uneigentliche Integral ist daher konvergent und besitzt den Wert 1/2:

OCl ll 1
[ =
1 1

(2) Wir berechnen das zu Beginn erwihnte Arbeitsintegral (Arbeit an einer Masse im
Gravitationsfeld der Erde)

. mM T
W:me—zdr:me~J—2dr
r r

ro ro

und erhalten zunichst mit der (endlichen) oberen Grenze r = A:

A
1 1
m’””””(roz)

Der Grenzwert fiir A — oo ist vorhanden und fiihrt zu

A
W) =fmM - J rlzdrme{’lﬁ]

ro

1 1 1 M
lim W) = lim me( - > :me< - o) _fm
A— o0 A— o0 ro A ro ro
Die aufzuwendende Arbeit gegen die Gravitationskraft betrigt daher:
_fmM

A— 00 ro

T mM I
W:me—zdr:me-J—zdr: lim W (1)
r r
ro

ro
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3

(4) Fir die Fliche A zwischen der Kurve y =

[o.¢]
Das uneigentliche Integral J V/x dx ist dagegen divergent, wie wir gleich zeigen

0
werden. Zunichst aber integrieren wir von x = 0 bis hin zu x = 4 > 0 (grau

unterlegte Flache in Bild V-32):

A 2
1
(1) :J\/;dxijxl/zdxzz[xm} :3(13/270) :3 /—/13
3 0 3 3
0

0

Beim Grenziibergang A — oo strebt der Integralwert I (A) jedoch iiber alle
Grenzen:

2
lim /(1) = lim 5\//13 = 0
A— 00 A— o0

Geometrische Interpretation: Die von der Kurve y = /x und der positiven
x-Achse eingeschlossene Flache ist unendlich grof3 (siehe Bild V.32):

- Bild V-32

x

und der x-Achse (siehe hierzu

1 + x?
auch Bild V-31) erhalten wir den folgenden Wert:

00 00 A
1 1
A = ——dx=2-| ——dx=2-1 dx =
J1+x2x J1+x2x gin;ojl+x2x
s 0 0
A
= 2- lim {arctan x} = 2 - lim (arctan A — arctan 0) =
A— 00 0 A— 00 Ne— —

0

=2 - lim (arctan i) = 2 LA
A— o0 2

Bei der Flichenberechnung haben wir dabei die Achsensymmetrie von Kurve und
Flache berticksichtigt (Faktor 2). u
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9.2 Integrand mit einer Unendlichkeitsstelle (Pol)

Der Integrand f (x) soll an der oberen Integrationsgrenze x = b eine Unendlichkeits-
b

stelle (Polstelle) besitzen (Bild V-33). Das Integral Jf (x) dx ist daher wegen des unbe-

schrdnkten Integranden zunéchst nicht definiert. o

Bild V-33
Integrand f (x) mit einer Polstelle an der
oberen Grenze b

Man geht dann in diesem Sonderfall wie folgt vor:

Uneigentliches Integral mit einer Unendlichkeitsstelle im Integranden
b
Der Integrand f (x) des uneigentlichen Integrals J f(x)dx hat an der oberen

Grenze x = b eine Unendlichkeitsstelle (Pol). Wir gehen dann wie folgt vor:

1. Zunichst wird von der Stelle x = a bis zur Stelle x = b — 1 integriert
(mit A > 0; sieche Bild V-33). Das bestimmte Integral ist vorhanden, der In-
tegralwert hingt aber noch vom Parameter A ab:

b—1
I1(4) = J f(x) dx (V-98)
2. Ist der Grenzwert dieses Integrals fiir A — 0 vorhanden, so setzt man defini-
tionsgemal
b bh—2
J Pl s = T F(E) = Ma J £ () dx (V-99)
A—0 A—0

und nennt das uneigentliche Integral konvergent. Anderenfalls spricht man von
einem divergenten uneigentlichen Integral.
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Anmerkungen

(1) Analog verfahrt man, wenn die Polstelle an der unteren Grenze x = a liegt. Man
integriert dann zundchst von x = a + 4 (mit 4 > 0) bis hin zu x = b und
bestimmt dann den Grenzwert fiir 1 — 0.

(2) Liegt der Pol im Innern des Integrationsbereiches an der Stelle x = ¢, so muss
das Integral zunichst in zwei Teilintegrale aufgespalten werden. Man integriert
von x = a bis hin zu x = ¢ — A und dann weiter von der Stelle x = ¢ + u
bis hin zu x = b (A > 0, u > 0; Bild V-34). Dann werden die Grenzwerte fiir
A — 0 bzw. u — 0 bestimmt. Das uneigentliche Integral konvergiert nur, wenn
beide Grenzwerte vorhanden sind (Integralwert = Summe der beiden Grenzwerte).

vk |
|
| y=1f(x)
|

y=f) - |
[
[
\
[
\
|
[
[ Bild V-34
| Integrand f (x) mit einer Polstelle bei ¢
[ -— im Innern des Integrationsintervalls
a c-A cc+pu b X

m  Beispiele

T

Der Integrand hat an der oberen Integrationsgrenze x = 1 eine Unendlichkeits-
stelle (Bild V-35).

y A

10 1

- Bild V-35
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Zunichst integrieren wir daher von x = 0 bis x = 1 — 1 mit 4 > 0:

1-4

O e e LA
0

1 —x

= 2(VI - V1) = —2(Vi-1)=2(1 - V7)

Das Integral haben wir dabei durch die lineare Substitution u = 1 — x gelost (bitte
nachrechnen). Jetzt fithren wir den Grenziibergang 4 — 0 durch und erhalten:

lim 2(1 — VA) =2(1 -v0)=2(1-0) =2

A—0

Das uneigentliche Integral ist also konvergent und es gilt definitionsgemél:

1
1 1

—————— dx = lim ————dx=1lm I(1) =2

i 1 —x Aﬂob[ vV1-—x 1—0 @)

—Vx
(2) Die Berechnung des Flicheninhaltes unter der Kurve y = ¢ ,0<x<4
fiihrt auf das uneigentliche Integral vx
A [ d
- J Vi &

da die Funktionsgleichung an der Stelle x = 0 nicht definiert ist (Bild V-36).

Bild V-36

><V

R 2 3 4

Wir integrieren daher zunidchst von der Stelle x = 4 > 0 bis hin zur Stelle
x = 4. Das anfallende Integral

4
e V¥

dx
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losen wir dabei wie folgt durch Substitution (die Integrationsgrenzen werden mit-
substituiert):

Untere Grenze: x = A = u= VA

Obere Grenze: x =4 = u= V4 =2

2 2
A(A) = Jeu ~2udu:2~Je’”du:2{—ef"}ﬁ:
v v

2(— e 2 + e_‘/’l_) = 2(6_‘/’T — e_z)

Der Grenzwert fiir A — 0 fiihrt zu dem folgenden Ergebnis:

lim A(A) = lim 2(e V% —e2) =2( V0 —e2) =
A—0 A—0

A

=20’ —e ) =2(1-¢e?

Das Flichenstiick hat also einen endlichen Flicheninhalt (konvergentes uneigent-
liches Integral). ]

10 Anwendungen der Integralrechnung

10.1 Einfache Beispiele aus Physik und Technik

10.1.1 Integration der Bewegungsgleichung

In Kap. IV (Abschnitt 2.14.1) haben wir uns bereits mit der Bewegung eines Massen-
punktes beschiftigt und dabei gezeigt, dass man Geschwindigkeit v und Beschleuni-
gung a durch ein- bzw. zweimaliges Differenzieren der als bekannt vorausgesetzten
Weg-Zeit-Funktion s = s(t) erhalten kann:

ds . _dv

v=— =9, a=—=0=7F (V-100)

Umgekehrt lassen sich Weg s und Geschwindigkeit v einer Bewegung durch Integrati-
on der Beschleunigung-Zeit-Funktion a = a(t) gewinnen. Unterliegt ein Korper der
Masse m einer zeitlich vercnderlichen Kraft vom Betrage F = F (1), so folgt aus der
Newtonschen Bewegungsgleichung F = ma fiir die Beschleunigung-Zeit-Funktion

(V-101)
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Ist F(r) und damit a(¢) bekannt, so erhilt man aus dieser Gleichung durch Integrati-
on die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion

v=uo(t) = J?)dt: Ja(t) dt (V-102)
und hieraus durch nochmalige Integration die Weg-Zeit-Funktion

s=s(1) = Jé dt = Jv(r) dt (V-103)
Die dabei auftretenden Integrationskonstanten werden in der Regel durch die Anfangs-
werte s(0) = so und v(0) = vo festgelegt, wobei so die Wegmarke zu Beginn (d. h.

zur Zeit t = 0) und v( die Anfangsgeschwindigkeit bedeuten.

Wir fassen dieses Ergebnis wie folgt zusammen:

Integration der Bewegungsgleichung F = F (t) bzw. a = a(¢) (F = ma)

Geschwindigkeit v und Weg s erhilt man durch ein- bzw. zweimalige Integration
der Beschleunigung-Zeit-Funktion a = a(1):

v = Ja(t) dt, s = Jv(t) dt (V-104)

m  Beispiele
(1) Bewegung mit konstanter Beschleunigung

Eine Bewegung erfolge mit konstanter Beschleunigung a lidngs einer Geraden.
Weg und Geschwindigkeit zu Beginn (d. h. zur Zeit 1 = 0) seien s(0) = s¢
und v (0) = v¢. Dann gilt fiir die Geschwindigkeit v:

szadt:a-Jldt:at—l—Cl

Die Integrationskonstante wird aus dem Anfangswert v(0) = vy berechnet:
’U(O):’Uo = a-04+C;y =vy = Ci = v
v = at + vy

Durch nochmalige Integration erhalten wir das Weg-Zeit-Gesetz:

1
s:Jv(t)dt:J(atJrvo)dt:EatervotJrCz

Aus dem Anfangswert s(0) = so folgt C, = so, und das Weg-Zeit-Gesetz
nimmt damit die folgende Gestalt an:

1
S:Eatz—i—vot—ﬁ—so (fir r > 0)
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(2) Freier Fall unter Beriicksichtigung des Luftwiderstandes

Wir untersuchen die Fallgeschwindigkeit v als Funktion der Fallzeit ¢ unter Be-
riicksichtigung des Luftwiderstandes. Der Schwerkraft (dem Gewicht) mg wirkt
dabei die Reibungskraft kv’ entgegen (k > 0: Reibungskoeffizient). Nach dem
Grundgesetz der Mechanik erhdlt man damit die folgende Bewegungsgleichung fiir
den freien Fall:

ma = mg — kv? oder a=g¢g——vw

Bevor wir diese Gleichung integrieren, bringen wir sie noch unter Berticksichti-

d
gung von a = jq; auf die folgende Gestalt:

Mit Hilfe der Substitution

k d. k
X = 4/ — 0, & _ dv = ne dx
mg dv mg k

erhalten wir schlief3lich:

mg dx _m dx —
kgl —x2)  Vegk (1—-x2)

Unbestimmte Integration auf beiden Seiten fiihrt zu:

m dx m
L == = [ hx =
ok Jl 3 Jdt = ok artanh x t+ C

Nach Riicksubstitution ergibt sich hieraus:

m-artanh( kv) =t+ C
\ gk \/mg

Der freie Fall erfolge aus der Ruhe heraus, d. h. zur Zeit + = 0 sei v(0) = 0.
Aus diesem Anfangswert erhdlt man fiir die Integrationskonstante den Wert
C = 0 (da artanh 0 = O ist). Somit gilt:

[ k k
m~ananh< v)t = artanh( v) ﬁt
gk mg mg m
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Durch Umkehrung erhalten wir schlieBlich das Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz:

\/—’nivtanh (\/‘ijkt> = v=uw()= \/?wanh (\/ijkt>

Fiir + — oo strebt die Fallgeschwindigkeit gegen die konstante Endgeschwindigkeit

k
Vg = tli{r:)lo v(t) = ,lirilo <1/n;<g - tanh <1/‘g:nt>> = 1/%

(Zur Erinnerung: Fiir x — oo strebt bekanntlich tanh x gegen 1).

Gewichtskraft und Reibungskraft sind dann im Gleichgewicht und der Korper fillt
krdftefrei, d. h. mit konstanter Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion
lasst sich damit auch in der Form

v = v(f) = vp - tanh (ngt) (t > 0)

darstellen. Ihr Verlauf ist in Bild V-37 skizziert.

Bild V-37

Fallgeschwindigkeit v als Funktion
der Fallzeit ¢ unter Beriicksichtigung
des Luftwiderstandes

=Y

10.1.2 Biegelinie (elastische Linie) eines einseitig eingespannten Balkens

Wir beschiftigen uns jetzt mit einem typischen Problem aus der Festigkeitslehre: Ein
einseitig fest eingespannter homogener Balken der Linge [ mit konstanter Querschnitts-
fliche werde durch eine am freien Balkenende einwirkende Kraft vom Betrage F auf
Biegung beansprucht (Bild V-38).

‘ X /

Bild V-38 Biegelinie y = y(x) eines einseitig eingespannten Balkens unter dem Einfluss einer
konstanten Kraft vom Betrage F am freien Ende
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Die Durchbiegung y ist dabei von Ort zu Ort verschieden, d. h. eine Funktion y = y (x)

der Ortskoordinate x (wir messen x vom eingespannten Balkenende aus). In der Festig-
keitslehre wird gezeigt, dass die 2. Ableitung der elastischen Linie der Biegegleichung '

M,

no__ b

Y T T EI

geniigt. In dieser Gleichung bedeuten:

(V-105)

E: Elastizitditsmodul (Materialkonstante)
I: Flidchenmoment des Balkenquerschnitts
My:  Biegemoment (von Ort zu Ort verschieden)

In unserem Beispiel ist das Produkt E [ (Biegesteifigkeit genannt) eine Konstante. Fiir
das Biegemoment an der Stelle x gilt dabei:
M, = —F( —x) (V-106)
(die konstante Kraft wirkt im Abstand / — x von der betrachteten Stelle). Damit nimmt
die Biegegleichung die folgende Gestalt an:
F
y' = ] (I —x) 0<x<) (V-107)

Die Gleichung der gesuchten Biegelinie y = y(x) erhilt man nach zweimaliger Inte-
gration der Biegegleichung (V-107):

F F 1
/ " 2
= = — - — = — —_ — -1
y Jy dx £l J(l x) dx £l (lx 7 X +C1> (V-108)
F 1
y :Jy/dszl-J(lx—zxz—i—CH)dx:
_F (1, 1
o, (2 Ix 6x +C1x+C2> (V-109)

Die Integrationskonstanten C; und C, bestimmen wir aus den Randwerten

y(0) =0  (keine Durchbiegung am eingespannten Ende x = 0) (V-110)

y'(0) = 0  (waagerechte Tangente am eingespannten Ende x = 0)

wie folgt:

F F
"(0) =0 — (0 -0 Ci)=—-C1 =0 Ci =0
y'(0) = EI( + C1) T = C
0) =0 = —(0-0404C)=—.C=0 = C,=0
y = El 2_E1 2 = 2 =

12 Die Biegegleichung ist eine sog. Differentialgleichung 2. Ordnung (siehe hierzu Kap. IV in Band 2). Sie
gilt nur ndherungsweise unter der Voraussetzung, dass die Durchbiegungen klein sind gegen die Balken-
linge, d. h. y < [ ist.
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Die Biegelinie lautet damit (Polynomfunktion 3. Grades):

F (1 1 F
_ —Ix? - —x3) = — (3Ix%2 = &3 <x<lI V-111
Y El(zx 6x) gpr B —x) (O=xs]) (V-111)

Die Durchbiegung ist am freien Ende (x = I) am grifiten. Sie betriigt dort
F FI3
3 3 3
max — = = — = . 2 =
Y =y = 1) = &7 BF = 1) = 057 3EI

Es handelt sich dabei um ein Randmaximum (siehe hierzu auch das Beispiel (3) aus Kap.
1V, Abschnitt 3.5).

F (V-112)

10.1.3 Spannung zwischen zwei Punkten eines elektrischen Feldes

Wir betrachten das elektrostatische Feld in der Umgebung einer positiven Punktladung
Q. Es besitzt die in Bild V-39 skizzierte radiale Struktur.

Feldlinie
Bild V-39
& Elektrostatisches Feld
in der Umgebung einer
’ positiven Punktladung Q
- +Q > (ebener Schnitt durch Q)

Aquipotentialflache

Die elektrische Feldstirke vom Betrage E hingt dabei aus Symmetriegriinden nur vom
Abstand r von der Punktladung Q ab. In unserem Beispiel ist

Q

E =F =
) dmege,r?

(r > 0) (V-113)
(eo: Elektrische Feldkonstante; ¢,: Relative Dielektrizititskonstante des Mediums).

Auch das Potential eines Punktes des elektrischen Feldes ist kugelsymmetrisch: Die
Aquipotentialflcichen sind konzentrische Kugelschalen (Mittelpunkt: Ladung Q). Zwi-
schen zwei Punkten P; und P, des Feldes mit den Abstinden r; bzw. r, von der
felderzeugenden Ladung (@ besteht dann definitionsgemil die folgende Potentialdiffe-
renz (Spannung):

U12 = J E(V) dr (V-114)

1
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Fiir die Feldstdirke setzen wir den Ausdruck (V-113) ein und erhalten schlieBlich:

Ulgsz(r)dr:J 0 5 dr = 0 Jg:

4daege,r 4aege, r2
1 1 1
r 117
— r 2
:L.J,—zdr:LL R 2 I
4.7'[8()€r 4.7'[8(]8, -1 " 4.7'[8()8, r "
r
0 11
— S (. V-115
47‘[808, ry ro ( )

10.2 Flacheninhalt

10.2.1 Bestimmtes Integral und Flicheninhalt (Erginzungen)
b

Im Abschnitt 2 wurde das bestimmte Integral J f (x) dx als Flicheninhalt A zwischen
der Kurve y = f(x), der x-Achse und den Parallelen x = ¢ und x = b eingefiihrt
(Bild V-40). Diese geometrische Interpretation ist jedoch nur zuldssig, wenn die (stetige)
Integrandfunktion f (x) iiberall im Integrationsbereich die Bedingung f(x) > 0 er-
fiillt, die Kurve also oberhalb der x-Achse verlduft und ferner a < b ist.

y=f(x) /

Bild V-40
Das bestimmte Integral als Fldcheninhalt

<7

Beispiel

Wir suchen den Fldcheninhalt A, der von der Parabel y = x? — 2x + 3, der x-Achse
und den Parallelen x = 0 und x = 3 begrenzt wird (Bild V-41). Da die Parabel im
Intervall 0 < x < 3 oberhalb der x-Achse verlauft, gilt:

3

3
1
A:J(x2—2x—|—3)dx: §x3—x2—|—3x =(9-94+9) —(0) =9
0
0
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/L y=x2—2x+3

Bild V-41
Zur Berechnung der Fliche unter der Parabel
- y:x2—2x+3imlnterv3110§x§3

W
x

Liegt das Flidchenstiick jedoch, wie in Bild V-42 skizziert, vollstindig unterhalb der
b

x-Achse, so ist der Integralwert J f (x) dx negativ und kann daher nicht dem gesuchten

Flacheninhalt A entsprechen. In diesem Fall geht man wie folgt vor: Man spiegelt die
Fliache an der x-Achse und erhilt das in Bild V-43 dunkelgrau unterlegte Flichenstiick
vom gleichen Flacheninhalt A.

y
/\<= —f(x)
/ ~
y A
a b o
7 a b X
A A
\ L~
y =1 \/[y= f(x)
Bild V-42 Bild V-43

Dieses Flichenstiick liegt oberhalb der x-Achse und wird von der gespiegelten Kurve
mit der Gleichung y = —f (x) und der x-Achse berandet'®”. Den gesuchten Flichen-
inhalt A erhalten wir damit durch Integration iiber die Funktion y = —f (x) in den
Grenzen von x = a bis x = b:

b b
Azj[—f(x)]dXZ—Jf(x)dx (V-116)

'3 Bei der Spiegelung einer Kurve an der x-Achse multiplizieren sich die Ordinaten (Funktionswerte) mit — 1.
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Die gespiegelte Kurve kénnen wir aber auch durch die Gleichung y = |f (x)| beschrei-
ben. Der Flicheninhalt A lisst sich daher auch durch das Integral
b b
A:J|f(x)|dx: Jf(x)dx (V-117)

berechnen, wobei Betragsbildung und Integration miteinander vertauschbar sind.

Beispiel

Welchen Fldcheninhalt A bildet

die Tangenskurve y = tanx

imIntervall —1 < x < 0 y=tanx
mit der x-Achse (Bild V-44)? 1

Bild V-44

><“

e
|
B

Losung (unter Verwendung einer Integraltafel):
0

0 0
thanxdx:f[fln|cosx|} = [ln|cosx\} =
-1 _

-1

A

In|cos O — Infcos (—1)| =In1 —1n054 =0 — (—062) = 0,62 m

Der allgemeinste Fall tritt ein, wenn die Fliche teils oberhalb und teils unterhalb der
x-Achse liegt. Wir miissen dann die Fliche so in Teilfliichen zerlegen, dass diese entwe-
der vollstindig oberhalb oder vollstindig unterhalb der x-Achse liegen (Bild V-45). Die
entsprechenden Integralbeitrige sind daher positiv oder negativ, je nachdem, ob die Kur-
ve gerade oberhalb oder unterhalb der x-Achse verlduft (die positiven Beitrdge sind in
Bild V-45 dunkelgrau, die negativen Beitrige hellgrau unterlegt).

><W

Bild V-45 Zur Berechnung des Flicheninhaltes im allgemeinsten Fall
(Zerlegung der Fldche in Teilflichen)
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Fiir die Berechnung dieser Teilfldchen bendtigen wir daher als zusitzliche Information
die im Integrationsintervall a < x < b gelegenen Nullstellen der Funktion y = f (x).
So besitzt z. B. die in Bild V-45 skizzierte Funktion genau drei im Integrationsintervall
liegende Nullstellen x;, x, und x3 (nach steigender Grofe geordnet). In den Teilinter-
vallen a < x < x; und x; < x < x3 liegt dabei die Kurve unterhalb der x-Achse,
die entsprechenden Integralbeitrige /; und 73 sind daher negativ. In den Teilinterval-
len x; < x < xp und x3 < x < b dagegen verlauft die Kurve oberhalb der x-Achse,
die entsprechenden Integralbeitrige I, und 4 sind somit positiv. Die Gesamtfliche A
ist dann als Summe der Betrdge aller Teilintegrale darstellbar:

A=A +A,+A3+Ay = ||+ L+ ||+ 1, =

X1 X2 X3

Jf(x)dx +Jf(x)dx+ Jf(x)dx +Tf(x)dx (V-118)

a

X1 X2 X3

Wir fassen die Ergebnisse liber die Flichenberechnung wie folgt zusammen:

Flacheninhalt zwischen einer Kurve und der x-Achse

Bei der Berechnung des Flicheninhaltes A zwischen einer Kurve y = f(x),
a < x < b und der x-Achse sind die folgenden Fille zu unterscheiden:

1. Fall: Die Kurve verlauft oberhalb der x-Achse (Bild V-40). Dann gilt:

A= Jf(x) dx (V-119)

b b
A= Jf(x) dx| = — Jf(x) dx (V-120)

3. Fall: Die Kurve verlduft teils oberhalb, teils unterhalb der x-Achse (Bild V-45).
In diesem Fall muss die Fliache zundchst so in Teilfldchen zerlegt werden,
dass diese entweder vollstindig oberhalb oder vollstindig unterhalb der
x-Achse liegen. Dazu werden die Nulistellen der Funktion y = f(x) im
Intervall a < x < b benotigt. Anhand einer Skizze ldsst sich dann die
Zerlegung der Flache in Teilflichen mit den genannten Eigenschaften pro-
blemlos durchfiihren. Die Berechnung der Teilflichen erfolgt dabei mit
Hilfe der Integralformeln (V-119) und (V-120). Die gesuchte Gesamtfliche
ist dann die Summe aller Teilflachen.
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Beispiel

Wir berechnen den in Bild V-46 skizzierten Flacheninhalt zwischen der Polynomfunktion
y = x> —3x% —6x + 8, der x-Achse und den Parallelen x = —2,5 und x = 3.

yh

T 10

y=x3—3x2—6x+8

Bild V-46 Zur Berechnung der Fliche zwischen der Kurve y = x* — 3x? — 6x + 8,
der x-Achse und den Parallelen x = —2,5 und x = 3

Die Nullstellen der Funktion sind der Reihe nach x; = —2, xo = 1 und x3 = 4
(die Nullstelle bei x = 1 findet man leicht durch Probieren, die restlichen mit Hilfe des
Horner-Schemas). Sie liegen bis auf den letzten Wert im Intervall —2,5 < x < 3 (Bild
V-46). Die Fldche zerfillt damit in drei Teilfléichen, die jeweils abwechselnd unter- und ober-
halb der x-Achse liegen. Es sind daher die folgenden drei Teilintegrale zu berechnen '

| 2
I, = J(x3—3x2—6x+8)dx: {4x4—x3—3x2+8x} = —2,64
25 e
1

1 1
I, = J(x3—3x2—6x+8)dx: {4x4—x3—3x2+8x} = 20,25
-2 -2
3

1 3
I3:J(x3_3x2—6x+8)dx: |:4x4_x3_3x2+8x:| — _14
1
1

Der gesuchte Fldcheninhalt betriagt damit:
A:A1+A2+A3:‘11|+12+|[3|:|—2,64|—|—20,25+|—14|:
= 2,64 + 20,25 + 14 = 36,89 =

' Die Integrale unterscheiden sich nur in den Grenzen, Integrand und Stammfunktion sind gleich.
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10.2.2 Fliacheninhalt zwischen zwei Kurven

Wir betrachten ein Flichenstiick, das von den Kurven y, = f, (x) und y, = f, (x) so-
wie den beiden Parallelen x = a und x = b berandet wird (Bild V-47). Dabei soll iiber-
all im Intervall a < x < b die Bedingung f, (x) > f, (x) erfiillt sein, d. h. die Kurve
Yo = fo (x) verlduft zwischen x = a und x = b oberhalb der Kurve y,, = f, (x) (die-
ses Verhalten wird durch die Indizes zum Ausdruck gebracht: o = oben, u = unten).

Yo =1o(x)
| } Bild V-47
\ —f,(x) [ Zur Berechnung der zwischen zwei Kurven
l Yu=lu ‘ — gelegenen Fliache A
‘ a b X

Wir berechnen den Flidcheninhalt A zwischen den beiden Kurven als Differenz zweier
Flichen. Nach Bild V-47 gilt ndmlich:

b

A= jy,, dx — Jyu dx = jfo (x) dx — [fu (x) dx (V-121)

a

b

a

Das erste Integral beschreibt dabei die unterhalb der Kurve y, = f, (x) liegende Fliche,
das zweite Integral entsprechend den Flicheninhalt unterhalb der Kurve y, = f, (x). Die
Integraldifferenz (V-121) ldsst sich noch zu einem Integral zusammenfassen:

Fldcheninhalt zwischen zwei Kurven (Bild V-47)

b

b
A= J (Vo = yu) dx = J [fo (x) — fu(x)] dx (V-122)

Dabei bedeuten:

Yo = fo(x): Gleichung der oberen Randkurve

Yu = fu(x): Gleichung der unteren Randkurve

Voraussetzung: f, (x) > f, (x) im Intervall a < x < b
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Anmerkungen

(1) Die Lage des Flichenstiicks spielt dabei keine Rolle, solange iiberall im Intervall
a < x < b die Bedingung f,(x) > f,(x) erfiillt ist. Der Formelausdruck
(V-122) bleibt daher auch fiir die in den Bildern V-48 a) und V-48 b) skizzierten
Flachen giiltig. Denn in beiden Fillen liegt y, oberhalb von y,, in positiver
y-Richtung gesehen.

y A
Yo= fo(x)
vk
A
a b
—_—t——— - t + —
} Vo = fo(X) ! X a /b X
Yo
A b) Yu="fy(x)

a) Yu=Tu(X) Bild V-48 Flicheninhalt zwischen zwei Kurven

(2) Die Integralformel (V-122) gilt nur unter der Voraussetzung, dass sich die beiden
Randkurven der Fliche an keiner Stelle des Intervalls a < x < b durchschnei-
den, d. h. iiberall in diesem Intervall muss die Bedingung f, (x) > f, (x) erfiillt
sein. Andernfalls ist die Fliche so in Teilflichen zu zerlegen, dass die beiden
Randkurven einer jeden Teilfliche diese Bedingung erfiillen. Zur Berechnung die-
ser Teilflachen werden daher die im Intervall a < x < b gelegenen Schnittpunkte
beider Kurven benétigt. Bild V-49 verdeutlicht das Vorgehen bei zwei Teilfldchen
Ay und A,, d.h. bei einem im Innern des Intervalls a < x < b gelegenen
Schnittpunkt S mit dem Abszissenwert xj.

y="f2(x) y="fi(x)

- Bild V-49

QD

X
R
x
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In den beiden Teilintervallen gelten dann folgende Beziehungen:
Im Intervall a < x < x1: fa(x) > fi(x)
Im Intervall x, < x < b: fi(x) > f2(x)

Mit anderen Worten: Im ersten Intervall liegt f> (x) oberhalb von fy(x), im
zweiten Intervall ist es genau umgekehrt.

Die Gesamitfliche A berechnet sich daher wie folgt:

X1 b
Azm+AF{“h@—ﬂ@Hw+JUﬂ@—ﬁwhﬂ=

X1

X b
[ 1@ —fiw)a+ | | (@ - A e (V-123)

X1

Beispiele

(1) Man bestimme den Flicheninhalt zwischen der Parabel y = —0,5x> + 6 und
der Geraden y = 1,5x + 2 (Bild V-50).

y i

6

Bild V-50 Zur Berechnung der Fliche zwischen der Parabel y = —0,5 x2+6
und der Geraden y = 1,5x + 2
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Losung : Zunichst berechnen wir die Kurvenschnittpunkte:
-05x*+6=15x+2 = x*+3x-8=0 =
X1 = —4,7, Xy = 1,7

Das Flachenstiick wird im Intervall —4,7 < x < 1,7 oben von der Parabel und
unten von der Geraden begrenzt. Daher gilt fiir den Flidcheninhalt:

1,7
A= J [(=0,5x% +6) — (1,5x + 2)] dx =

—4,7
1,7 1,7
= J (—0,5x* 4+ 6 —1,5x — 2) dx = J (—0,5x% — 1,5x + 4) dx =
—4,7 —4,7
1, 3, 1,7
= |- —x% = 2 x? + 4x = 3,81 — (—18,06) = 21,87
6 4 —4,7

(2) Wir berechnen die zwischen der Sinus- und Kosinuskurve liegende Fldche im Be-
reich zweier aufeinanderfolgender Schnittpunkte. Die in Bild V-51 grau unterleg-
ten Teile sind wegen der Periodizitit der Randkurven fldchengleich.

y=sinx

1 Ao

ENE RS
x

_11 y=cosx

Bild V-51 Fliachenstiick zwischen der Sinus- und Kosinuskurve im Bereich zweier aufeinan-
derfolgender Schnittpunkte

Aus der trigonometrischen Gleichung

sin x

sinx = cos x oder =tanx = 1

COS X

berechnen wir zunidchst die Kurvenschnittpunkte. Sie liegen an den Stellen

xkzal‘ctanl—l-k-ﬂ:%—&-k-ﬂ (k=0,+1, £2,..)
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Wir entscheiden uns dabei fiir den in Bild V-51 skizzierten dunkelgrau unterlegten
Bereich zwischen den ersten beiden positiven Schnittpunkten, d. h. fiir das Inter-

vall % <x < %n In diesem Intervall verlauft die Sinuskurve oberhalb der

\mittheta Kosinuskurve. Der gesuchte Fldicheninhalt wird daher iiber das folgende
Integral berechnet:

S5m/4
S5m/4
A= J (sinx — cos x) dx = {—cosx—sinx} =
/4
/4

(i) (i) - (o (D) (3)) -

Lty e (Lvaelya) =2 va =283
(3vE3v2)+ (3v2452)

(3) Wir interessieren uns fiir den Flicheninhalt A zwischen der Parabel
y = 2,5x% — 8,75x und der Kurve y = 2x> — 12x? + 16x. Zunichst aber
bestimmen wir die dabei benétigten Kurvenschnittpunkte:

2x% — 12x% + 16x = 2,5x* — 8,75x
2x% — 14,5x% +24,75x = x(2x* — 145x +2475) =0 =
X1 = O, Xy = 2,75, X3 = 4,5

Die gesuchte Fliche A besteht somit aus zwei Teilflichen A; und A,, die wir
jetzt berechnen wollen (Bild V-52).

y=2x%-12x%+ 16x

-— Bild V-52
X
-5

-10 y=2,5x2—8,75x
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Im Intervall 0 < x < 2,75 ist die Parabel die untere, im Intervall 2,75 < x < 4,5
dagegen die obere Berandung der Fliche. Daher gilt:
2,75
Al = J [2x% — 12x% + 16x) — (2,5x% — 8,75x)] dx =
0
2,75
= J (2x? — 14,5x% 4 24,75x) dx =
0

— B x* — 1‘;’5 x* + 2455 x? :75: 21,6634

4,5
Ay = J [(2,5x% — 8,75x) — (2x* — 12x? 4 16x)] dx =

2,75
4,5

= J (—2x® + 14,5x% — 24,75x) dx =
2,75

— { %x“ + 1‘;’5 xd - 2455 x2 :5 = 6,4759

Somit erhalten wir eine Gesamtfldiche von
A=A; + A, = 21,6634 + 64759 = 28,1393 ~ 28,14
(4) Die in Bild V-53 skizzierte geschlossene Kurve wird durch die Gleichung
y? = 25x% — x* beschrieben. Sie ist sowohl zur x-Achse als auch zur y-Achse

spiegelsymmetrisch. Bei der Berechnung der eingeschlossenen Flidche konnen wir
uns auf den I. Quadranten beschridnken.

Bild V-53

|




512 V Integralrechnung

Die obere Randkurve lautet dann:
y=V25x2 —x* =/x2(25 — x2) = x - V25 — x2,

Das anfallende Integral

5
A:4-Jx-v25—x2dx
0

0<x<5

l6sen wir durch Substitution wie folgt, wobei wir die Integrationsgrenzen mitsub-

stituieren wollen:

du du
= — 2 _ = — =
u=25—x°, I 2x, dx e

Untere Grenze: x =0 = u=25—-0=25

Obere Grenze: x =5 = u=25-25=0

u=0 0
d
A =4 Jx~\/u _;x=—2-J\/udu=2~
u=25 25

4 4 500
25.5-0) = — . 125 = >~
( ) =3 3

25

Jﬁdu:

(=]

10.3 Volumen eines Rotationskorpers (Rotationsvolumen)

Rotationskorper entstehen durch Drehung einer ebenen Kurve um eine in der Kurven-
ebene liegende Achse. Zu ihnen gehdren beispielsweise die Kugel, der Kreiskegel, der

Zylinder, das Rotationsparaboloid und der Torus.

Rotation einer Kurve um die x-Achse

Die iiber dem Intervall a < x < b gelegene Kurve mit der Funktionsgleichung
y = f(x) erzeuge bei Rotation um die x-Achse den in Bild V-54 skizzierten Rotations-
korper. Dieser wird jetzt durch Schnitte senkrecht zur Drehachse in eine grofle Anzahl n

von Scheiben gleicher Dicke Ax zerlegt.
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Im Folgenden betrachten wir eine wahllos herausgegriffene Scheibe (in Bild V-54 grau

unterlegt).
4Vy
Bild V-54
Zerlegung eines Rotationskorpers
in Zylinderscheiben gleicher
Dicke Ax

y

Sie wird durch eine kreisformige Zylinderscheibe gleicher Dicke ersetzt, die durch Rota-
tion des in Bild V-55 skizzierten Rechtecks mit den Seitenlingen y = f(x) und Ax
um die x-Achse entsteht.

X

Bild V-55 Durch Rotation des eingezeichneten Rechtecks um die x-Achse entsteht eine kreisformige
Zylinderscheibe vom Volumen AV, = my? Ax

Das Volumen dieser zylindrischen Ersatzscheibe ist dann
AV, = (Grundfliche) - (Hohe) = my* Ax (V-124)

(Scheibenradius: y; Scheibendicke: Ax; Querschnittsfliche der Scheibe: 7 yz).
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Ebenso verfahrt man mit den tibrigen Scheiben. Die Summation tiber simtliche Zylinder-
scheiben liefert dann einen Ndherungswert fiir das Rotationsvolumen V., der bei beliebiger
Verfeinerung der Zerlegung gegen den exakten Wert strebt. Beim Grenziibergang n — oo
geht die Scheibendicke Ax gegen Null und man erhilt fiir V. die folgende Integralformel:

Rotationsvolumen bei Drehung einer Kurve um die x-Achse (Bild V-54)

Bei Drehung einer Kurve mit der Gleichung y = f (x), ¢ < x < b um die x-Achse
entsteht ein Rotationskorper vom Volumen

b b
szn-Jyzdx:n-J[f(x)]zdx (V-125)

Zu diesem Ergebnis gelangt man auch durch eine in den technischen Anwendungen iib-
liche und sehr beliebte formale Betrachtungsweise. Wir gehen dabei von einer infinitesi-
mal diinnen Scheibe der Dicke dx aus (in Bild V-56 grau unterlegt):

vy

infinitesimal
diinne Scheibe

Bild V-56

Der Rotationskorper wird
aus infinitesimal

diinnen Zylinderscheiben
der Dicke dx
zusammengesetzt

Das Volumen einer solchen nahezu zylindrischen Scheibe (auch Volumenelement ge-
nannt) betrdgt dann

v, = zy? dx (V-126)

Jetzt summieren, d. h. integrieren wir iiber samtliche zwischen x = a und x = b ge-
legenen infinitesimal diinnen Scheiben und erhalten schlieBlich fiir das Rotationsvolumen
die bereits bekannte Formel

V, = J deTnyzdxn-jyzdxﬂ~[[f(x)]2dx (V-127)
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Rotation einer Kurve um die y-Achse

Analog verfihrt man bei Korpern, die durch Rotation eines Kurvenstiicks um die y-Ach-
se entstanden sind (Bild V-57).

v

Bild V-57

Zur y-Achse rotationssymmetrischer
Korper

=~

Die entsprechende Integralformel fiir das Rotationsvolumen lautet:

Rotationsvolumen bei Drehung einer Kurve um die y-Achse (Bild V-57)

Bei Drehung einer Kurve mit der Gleichung x = g (y), ¢ < y < d um die y-Achse
entsteht ein Rotationskorper vom Volumen

d d
Vy=ﬂ-Jx2dy=ﬂ-J[g(y)]2dy (V-128)

Anmerkung

Die Gleichung der rotierenden Kurve liegt meist in der Form y = f(x) vor und muss
dann erst noch nach der Variablen x aufgelost werden. Die auf diese Weise erhaltene
Funktion x = g(y) ist die ,,nach der Variablen x aufgeloste Form von y = f (x).

Beispiele

(1) Durch Drehung der iiber dem Intervall 0 < x < /2 gelegenen Kosinuskurve
y = cosx um die x-Achse entsteht der in Bild V-58 skizzierte Rotationskorper.
Sein Volumen betrigt nach Integralformel (V-125):

/2 : | /2
Ve=wm- J cos’xdx = - |—x + — - sin (2x) =
2 4 0
0
—n[(ﬂ—i—l sinn) <O+1 sino)} =x E—n—z
4 4 - 4 \_0_, 4 4
0
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v

1 y=cosx

Bild V-58
Rotationskorper, entstanden
durch Drehung der Kurve
y=cosx, 0 <x <um/2
um die x-Achse

T X

2

(2) Durch Rotation des in Bild V-59 skizzierten Kreisabschnitts der Hohe 2 um die
x-Achse entsteht ein sog. Kugelabschnitt (auch Kugelkappe oder Kalotte genannt)
mit dem folgenden Volumen:

Vo= - J ( rz—xz)zdx:n:- J (r? — x%) dx =

= r2x—x3} :n[r3—r3—r2(r—h)—|—;(r—h)3}

2 1
=7 3r3—r3—|—r2h—|—3(;’3—3;’211—1—3rhz—h3)} =

1 1 1
:ﬂ__3r3+r2h+3r3_r2h+rh2_3h3:| _

:n<rh2 —;h3) :ﬂh2<r—;h) = T HGr—h)

y A
y=1,r2—x2

Bild V-59

Der grau unterlegte Kreisabschnitt
erzeugt bei Rotation um die x-Achse
einen Kugelabschnitt

=~
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Im Grenzfall h = 2r erhédlt man eine Vollkugel mit dem (bekannten) Volumen

4
(2r)2(3r7 2r) :%'4;’2 -r :E.TL'VS

J

VKugel = 3

(3) Welchen Rauminhalt besitzt der Korper, der durch Drehung der in Bild V-60 skiz-
zierten (grau unterlegten) Fliche um die y-Achse entsteht?

y/ecm “

-— Bild V-60
4 4 x/cm

Losung: Zunachst bestimmen wir die Gleichung der Parabel, die wir wegen der Achsen-
symmetrie in der Form y = ax? + b ansetzen diirfen:

b = 10cm; P = (4cm; 18 cm) ist ein Punkt der Parabel =

18cm = a - (4cm)® + 10cm = a = 0,5cm ™!

Die Parabelgleichung lautet somit:
y = 05cm~ ! - x? + 10cm

Das gesuchte Rotationsvolumen V berechnen wir nach der aus Bild V-60 ersicht-
lichen Formel

V = VZylinder — Vparaboloid

Dabei ist Vzyjinder das Volumen des Zylinders mit dem Radius » = 4cm und
der Hohe h = 18 cm:

Vigtinder = Trh = mw(4cm)® - 18 cm = 904,78 cm

Vparaboloid 1St das Volumen des Rotationsparaboloids, das durch Drehung der tiber
dem Intervall 10 < y/cm < 18 gelegenen Parabel um die y-Achse entsteht und
mit Hilfe der Integralformel (V-128) berechnet werden kann. Dazu losen wir zu-
niichst die Parabelgleichung nach x? auf:

05cm™' - x> =y — 10cm|-2em = x* =2cm - (y — 10cm)
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Diesen Ausdruck setzen wir jetzt in die Volumenformel (V-128) ein und erhalten
damit fiir das Volumen des Rotationsparaboloids:

18 cm 18 cm
Vparaboloid = 7T - J x*dy = 2mcm - J (y — 10cm) dy =
10 cm 10 cm
18 cm

1
:2Jrcm[2y2— 1OCm-y] =

10 cm
= 2mcm [(162 — 180) — (50 — 100)} cm? =

=2m(—18 + 50)cm® = 27 - 32cm?® = 201,06 cm?
Fiir das gesuchte Rotationsvolumen V ergibt sich damit der folgende Wert:

V = Vigiinder — VParaboloid = 904,78 cm® — 201,06 cm® = 703,72cm® m

10.4 Bogenlinge einer ebenen Kurve

Wir stellen uns die Aufgabe, die Ldinge einer iiber dem Intervall ¢ < x < b gelegenen
Kurve mit der Funktionsgleichung y = f (x) zu berechnen, und bedienen uns dabei der
bereits in Abschnitt 10.3 erwéhnten formalen Betrachtungsweise. Zunéchst zerlegen wir
die Kurve in eine groe Anzahl von Segmenten. Wahllos greifen wir ein von den beiden
Randpunkten P und Q begrenztes, infinitesimal kurzes Kurvenstiick (Segment) heraus
und ersetzen den Kurvenbogen durch das Linienelement ds, d.h. durch die entsprechen-
de Strecke auf der in P errichteten Kurventangente (Bild V-61).

v b
y=1f(x)

Q

/(

Q Tangente
in P

P ds dy n

y f-—— g x —==
é X X +dx b 7

Bild V-61 Zur Bestimmung der Bogenlidnge eines ebenen Kurvenstiicks
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Aus dem eingezeichneten Steigungsdreieck mit den beiden Katheten dx und dy und
der Hypotenuse ds folgt dann nach dem Satz des Pythagoras:

2 2 2 2 2 (dx)z _ (dY)2 2
(@) = (@)? + (d)? = (@)} + () (s = |1+ (W] (ax)? =
= |1+ (Z) ] (dx)® = [1+ (y)7] (dv)? (V-129)

Damit ist

ds =/ 1+ (y)dx =1+ [f (x)]* dx (V-130)

Mit den restlichen Segmenten verfahren wir in gleicher Weise.

Durch Summation, d. h. Integration iiber sdmtliche Linienelemente 15 erhilt man schlieB-

lich die folgende Integralformel fiir die Bogenlinge der Kurve y = f(x) im Intervall
a < x <b:

Bogenliinge einer ebenen Kurve (Bild V-61)

Eine ebene Kurve mit der Gleichung y = f (x), a < x < b besitzt die Bogenliinge

1L+ (y)? dx = J L+ [f ()7 dx (V-131)

a

Y
I
D ——

Beispiel

Wir wollen die bereits aus der Schulmathematik bekannte Formel fiir den Umfang eines
Kreises vom Radius r herleiten (Bild V-62).

y A
y:},rz—xz

Bild V-62
Zur Berechnung des Kreisumfangs

' Andere iibliche Bezeichnungen fiir das Linienelement sind Bogenelement oder Bogendifferential.
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Losung: Aus der Kurvengleichung y = v r2 — x2 (Gleichung des oberen Halbkrei-
ses) erhalten wir durch Differentiation mit Hilfe der Kettenregel

;L X
Yoo 2 _ g2
und weiter
IRV C G S i e S

2 — x2 72— x2 2 — y2

Fiir den Integrand 1/ 1 + (y')?

(V-131) bekommen wir damit den folgenden Ausdruck:

des bei der Umfangsberechnung anfallenden Integrals

Bei der Integration beschrinken wir uns wegen der Achsensymmetrie der Kreislinie auf
den im 1. Quadranten gelegenen Viertelkreis und miissen daher den Integralwert noch
mit dem Faktor 4 multiplizieren. Somit gilt:

5:4.J;dx:4r.JL
2 _ x2
0 0

Dieses Integral ldsst sich durch eine Substitution vom Typ (D) der Tabelle 2 aus Ab-
schnitt 8.1.2 wie folgt 16sen (die Grenzen werden mitsubstituiert):

X =r-sinu, dx = r - cosudu, V2 —x2 =vr-.cosu,
u = arcsin (x/r)

Untere Grenze: x =0 = u = arcsin0 =0

Obere Grenze: x =r = u = arcsinl = 77/2

Wir erhalten die aus der Elementarmathematik bereits bekannte Formel fiir den Umfang
eines Kreises:

/2

r /2 d
d r - cosudu
s:4r~J7x:4r~J7:4r- J ldu =
r - cosu
0 0 0
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10.5 Mantelfléiche eines Rotationskorpers (Rotationsfliache)

Die durch Drehung einer ebenen Kurve um eine in der Kurvenebene liegende Achse
entstehende Fliche heillt Mantelficiche oder Rotationsfldche des Drehkorpers.

Rotation einer Kurve um die x-Achse

Der Rotationskorper entstehe durch Drehung der Kurve y = f(x), a < x < b um die
x-Achse (Bild V-63). Wir zerlegen ihn wiederum in eine grole Anzahl diinner Scheiben.

y

infinitesimal
diinne Scheibe

Bild V-63 Zerlegung eines Rotationskorpers in infinitesimal diinne Scheiben der Dicke dx

Eine solche (in Bild V-63 grau unterlegte) Scheibe der Dicke dx erhalten wir durch
Drehung des in Bild V-64 skizzierten Kurvenbogens P/@ um die x-Achse. Ersetzen wir

diesen Bogen durch das zugehorige Linienelement ds, so erzeugt dieses bei der Rota-
tion um die x-Achse einen Kegelstumpf, dessen Mantelfliche einen Ndherungswert fiir
die Mantelfldche der Scheibe darstellt.

y
y=1f(x)
Q
Q Tangente
P ds in P
dx y+dy
y
‘ X X +dx 7

Bild V-64 Zur Bestimmung der Mantelfldche eines zur x-Achse symmetrischen Rotationskdrpers
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Fiir die Mantelfliche eines Kegelstumpfes liefert uns die Elementarmathematik die bekannte
Formel '®

MKegelstumpf = .7'[(1"1 + r2) N (V-132)

Wir iibertragen diese Formel auf unseren durch Drehung des Linienelementes ds um
die x-Achse erzeugten infinitesimal diinnen Kegelstumpf. Fiir diesen gilt:

ry =y, ro =y -+ dy und s = ds (V-133)
Seine Mantelfldiche dM, betrdgt somit

dM, = [y + (y + dy)]ds = m(2y + dy) ds (V-134)
und weiter, da dy < y angenommen werden darf:

dM, = - 2yds = 27 - yds (V-135)

Bertiicksichtigt man noch die Beziehung (V-130) fiir das Linienelement ds, so ist die
Mantelfldche des Kegelstumpfes und damit auch (ndherungsweise) die Mantelflciche der
infinitesimal diinnen Scheibe durch das Differential

dM, =27 -y -/ 1+ (y) dx =27 - f(x) - /1 + [f/(x)]*dx  (V-136)

gegeben. Durch Integration erhdlt man schlieflich:

Mantelfléiche eines Rotationskorpers (Rotationsfliche bei Drehung einer Kurve
um die x-Achse; Bild V-63)

Bei Drehung einer Kurve mit der Gleichung y = f (x), @ < x < b um die x-Achse
entsteht ein Rotationskorper mit der Mantel- oder Rotationsfliche

b b
M, = 2n-jy- L+ (307 dr = 2n-jf<x>- L+ [f' @) dx

19 Die Mantelfliche eines Kegelstumpfes y
wird nach der Formel

MKege]s(umpf = ~7r(rl + VZ)S

berechnet (siche hierzu Bild V-65). r;
und r, sind dabei die Radien der beiden
Kreisflachen, s die Linge der Mantel-
linie. |

<7

Bild V-65 Kegelstumpf
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Rotation einer Kurve um die y-Achse

Bei Rotation einer Kurve x = g(y), ¢ < y < d um die y-Achse erhilt man nach ana-
logen Uberlegungen den folgenden Formelausdruck fiir die Mantel- oder Rotationsfliche
des entstandenen Drehkorpers (siehe hierzu Bild V-57):

Mantelfléiche eines Rotationskorpers (Rotationsfléiche bei Drehung einer Kurve
um die y-Achse; Bild V-57)

Bei Drehung einer Kurve mit der Gleichung x = g(y), ¢ <y < d um die
y-Achse entsteht ein Rotationskorper mit der Mantel- oder Rotationsfliche

d
M, =27 1+(x’)2dy=2ﬂ~Jg(y)’ 1+ (g’ ()] dy

O —
=

Beispiele

(1) Die Aufgabe besteht in der Berechnung der Oberfliiche (Mantelfliche) einer Kugel
vom Radius r. Die Kugeloberfliche soll dabei durch Drehung des in Bild V-66
skizzierten Halbkreises um die x-Achse erzeugt werden.

y b
y :},rz—xz
Bild V-66

Durch Rotation eines Halbkreises
um die x-Achse entsteht eine Kugel

—r r X

Wir erhalten nach Formel (V-137) mit

das folgende Ergebnis, wobei wir uns wegen der Achsensymmetrie auf das Integra-
tionsintervall 0 < x < r beschrianken durften (Faktor 2):

r

szz-zn-J r2 — x2 -7dx:4n-erx:

r2 — x2
0

- 4ar(r—0) = 4mr?

= 47rr-J ldx = 4nr{x}0
0
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@

Durch Rotation der Normalparabel y = x> um die y-Achse entsteht ein Rotations-

paraboloid. Es ist die Mantelfliche dieses Drehkorpers zu berechnen fiir den Fall,
dass das Paraboloid in der Hohe h = 2 abgeschnitten wird (Bild V-67).

Bild V-67
Rotationsparaboloid
mit der Hohe h = 2

Losung : Zunichst 16sen wir die Parabelgleichung nach x auf und erhalten:

y=x" = x=¢g() =+  (l.Quadrant)

Fiir die Mantelfldche M, folgt dann nach Formel (V-138):

2
4y + 1 4
. :2- . =
VY oy 1y dy ﬂJ y 1y dy
0
4 1 [
y +
dv = 271 -
V=4  # ”J
0

M, =

2

7“”—de:n~J\/4y+ldy
0

2

2
27 - J

0

2
27 - J

0
Dieses Integral wird durch die folgende lineare Substitution gelost (Typ (A) der
Tabelle 2 aus Abschnitt 8.1.2):

d d
w=dy+1, L4 =%
dy
Untere Grenze: y =0 = u=0+1=1
8+1=09

I
\S)
4
I

Obere Grenze: 'y
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Fiir die Mantelfliiche des Rotationsparaboloids ergibt sich damit der folgende Wert:

2 9 9
d
My:n-J\/ély—&—ldy:n-J\/u ~%:%-J\/u du =
0 1 1

4 3)2 1 1
T 4 13
=2 (@ —1) = 26="Fx=136l .

10.6 Arbeits- und Energiegrofien

Wird ein Massenpunkt m durch eine konstante Kraft F lings einer Geraden um die
Strecke § verschoben, so ist die dabei verrichtete Arbeit definitionsgemil gleich dem
Skalarprodukt aus dem Kraftvektor F und dem Verschiebungsvektor s

W=F.§=|F| - |§|-cos¢og=F-5s-cosqp=F,-s (V-139)
(siehe hierzu die Definitionsformel (II-87) aus Kap. II, Abschnitt 3.3.5). F; ist dabei

die Kraftkomponente in der Wegrichtung und ¢ der Winkel zwischen der Kraft- und
der Wegrichtung (Bild V-68).

Ty

°y

@y

Sy Sz
Bild V-68 Zum Begriff der physikalischen Arbeit an einem Massenpunkt

Im Allgemeinen jedoch ist die Kraft nicht konstant, sondern noch von Ort zu Ort ver-
schieden, d.h. eine Funktion des Ortes s: F = F(s). Als Beispiel sei die Gravita-
tionskraft genannt (siehe hierzu auch das nachfolgende Beispiel (3)). Bei der Berechnung
der Arbeit, die eine ortsabhcingige Kraft F (s) mit der in der Wegrichtung wirkenden
Komponente F;(s) bei einer Verschiebung des Massenpunktes lings einer Geraden von
s1 nach s, verrichtet, gehen wir wie folgt vor. Die Wegstrecke wird so in eine grofe
Anzahl von Teilstrecken zerlegt, dass die Kraft ldngs einer jeden Teilstrecke als nahezu
konstant angenommen werden kann. Die in dem infinitesimal kleinen Wegintervall von s
bis s + ds verrichtete Arbeit ist dann definitionsgeméil durch das Skalarprodukt

dW = F - ds = F,(s) ds (V-140)
gegeben (siehe hierzu Bild V-69).
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m F,
, e— @ -
0 Sy s s+ds So s

ds

Bild V-69 Zur Herleitung des Arbeitsintegrals bei einer ortsabhdngigen Kraft

Die liangs des geradlinigen Weges von s; nach s, geleistete Arbeit W erhélt man
dann durch Integration:

Arbeit einer ortsabhiingigen Kraft (Arbeitsintegral; Bild V-68)

Eine vom Ort s abhingige Kraft F = F (s) verrichtet bei einer geradlinigen Ver-
schiebung eines Massenpunktes die Arbeit

S2 82 52
W:JdW:Jﬁ-d*:JFS(s)ds (V-141)

S S S
Dabei bedeuten:
F, (s): Kraftkomponente in Wegrichtung (ortsabhingig)

S1,82: Wegmarken vor bzw. nach der Verschiebung

Anmerkung

Das durch Gleichung (V-141) definierte Arbeitsintegral wird auch als Wegintegral der
Kraft bezeichnet. Die Integration erfolgt liber die ortsabhingige Kraftkomponente in
Wegrichtung.

Beispiele
(1) Kinetische Energie einer Masse

Wir wollen die kinetische Energie eines Korpers der Masse m berechnen, der
durch eine (konstante oder ortsabhingige) Kraft F aus der Ruhe heraus auf die
Endgeschwindigkeit v beschleunigt wird (Bild V-70).

H
— Bild V-70

ds

%)
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(@)

Fiir die beschleunigende Kraft vom Betrage F gilt nach dem Grundgesetz der
Mechanik:

F dv dv
= ma = m — a = —
dt dt

(a: Beschleunigung; v: Geschwindigkeit). Sie verrichtet dabei auf der infinitesi-
mal kleinen Wegstrecke ds die Arbeit

dW:Fds:m@ds:médv:mvdv
dt dt

Denn der Differentialquotient ds/dr ist nichts anderes als die Momentangeschwin-
digkeit v. Durch Integration erhilt man schlieBllich die Beschleunigungsarbeit

v=10g Vo v

l vo 1
W = J dWvadvm~Jvdvm[vz} = —mv]
2 2
v=0 0 0 0

Definitionsgemif} besitzt dann die Masse m kinetische Energie vom gleichen Be-
trage.

Spannungsarbeit an einer elastischen Feder

Um eine elastische Feder aus der Gleichgewichtslage heraus um die Strecke s
zu dehnen, muss man mit einer Kraft F (s) einwirken, die in jeder Lage der mo-
mentanen Riickstellkraft F* = —c¢s (Hookesches Gesetz) das Gleichgewicht hilt
Bild V-71)'7:

F(s) = —F* =cs (c: Federkonstante)

%

Gleichgewichtslage
s=0
s
E*
A m Bild V-71
- Zur Berechnung der Spannungsarbeit
F an einer elastischen Feder

" Alle Krifte wirken in der Léngsrichtung der Feder.
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(©)

Die dabei verrichtete Arbeit betrdagt dann nach Formel (V-141) unter Berticksichti-
gung von F,(s) = F(s) = cs:

S0 ) 50
1 fo 1
W:JFs(s)ds:Jcsds:c-jsds:c—s2 =—cs]
2], T2
0 0 0

Die gespannte Feder besitzt jetzt Spannungsenergie vom gleichen Betrage.

Arbeit im Gravitationsfeld der Erde

Wir berechnen die Arbeit, die man im Gravitationsfeld der Erde aufwenden
muss, um eine auf der Erdoberfliiche liegende Masse m entgegen der Schwer-
kraft um die Strecke % in radialer Richtung anzuheben (Bild V-72; r( ist der
Erdradius).

rk
ro+h Endi. der M . .
0 naiage der Masse m M: Erdmasse (im Erdmittel-
A h punkt konzentriert)
, A ro- Erdradius
0 Anfangslage der Masse m
* M
To
Bild V-72
Erde Arbeit im Gravitationsfeld der Erde

Dazu benétigen wir eine Kraft F (r), die der in Richtung Erdmittelpunkt wirken-
den Gravitationskraft

Fr = —f " > 0)

das Gleichgewicht hilt. Somit gilt:

mM
F(r) = —F*() = f "5
Dabei ist f die Gravitationskonstante und » der Abstand der Masse m vom Erd-
mittelpunkt.
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“)

Beim Anheben um die Strecke h wird dabei die Arbeit

ro+h ro+h 1 ro+h
W = J F(r)ydr = fmM - J — dr =fmM - J r 2t dr =
r
ro ro ro
17 rot+h ro+h
1 1 1
zme[r ] :me[—] :me{— ] =
—1 ro ], ro ro+ h

. ro +h — ro . h
_me[ro(ro—l—h)} _mero(ro+h)

verrichtet. Fiir 7 < rg, d.h. in Erdndhe gilt ro + h =~ ro und man erhilt hie-
raus die bereits aus der Schulphysik bekannte Formel fiir die Hubarbeit (bzw. po-
tentielle Energie):

h M
szmM2m<f2>hmgh
0 o

8

g ist dabei die Fallbeschleunigung an der Erdoberfliche <f01gt aus der Gleichung

mM
0

Arbeit eines Gases

Wir betrachten eine in einem zylindrischen Gefdll eingeschlossene Gasmenge, de-
ren Zustand durch die drei Zustandsvariablen p (Druck), V (Volumen) und T
(absolute Temperatur) beschrieben wird. Das Gefdl} sei dabei durch einen (beweg-
lichen) Kolben abgeschlossen (Bild V-73).

beweglicher Kolben

- [
= Gas:p, T,V -»f— Volumenédnderung dV
[ * -

x|

Bild V-73 Zur Berechnung der isothermen Ausdehnungsarbeit eines Gases

Der Gasdruck p erzeugt eine auf den Kolben nach auflen wirkende Kraft vom Betra-
ge F = pA (A: Querschnittsfliche des Kolbens). Durch eine gleich grole Gegen-
kraft wird zunéchst eine Ausdehnung des Gases verhindert. Ist die duBere Kraft jedoch
etwas kleiner als die Druckkraft des Gases, so dehnt sich dieses aus und verrichtet bei
einer Verschiebung des Kolbens um die infinitesimal kleine Strecke dx die Arbeit

dW = Fdx = pAdx = pdV
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Dabei ist dV = A dx die differentielle Zunahme des Gasvolumens bei dieser Ver-
schiebung. Die bei einer isothermen Ausdehnung vom Anfangsvolumen V| auf
das Endvolumen V, insgesamt vom Gas verrichtete Arbeit erhdlt man dann durch

Integration 18).
V=V, V)
W = J dW:Jp(V)dV
V=V, v,

Wir berechnen jetzt mit dieser Integralformel die isotherme Ausdehnungsarbeit ei-
nes realen Gases, dessen Verhalten in vielen Fillen in guter Nédherung durch die
sog. van der Waalssche Zustandsgleichung

(p+%)(vfb):nRT

beschrieben werden kann (¢ und b sind dabei zwei stoffabhdngige positive Kon-
stanten; n: Molzahl; R: allgemeine Gaskonstante). Durch Auflosen dieser Glei-
chung nach p erhilt man

nRT a
V—b V2

p = (mit 'V > 0)

und damit bei isothermer Prozessfilhrung (T = constant):

Vz V2
nRT a
= adv = — — — | dV =
v JP(V” J(V—b V2>V
V1 Vl

(R v —b) Y = kv —p]" IR
ol AR M L TN 2

Y R

Vo—b 1 1
RT -1 —_— - —
n n <V1 — b> + a (V2 V1>
Fiir ein ideales Gas ist a = b = 0 und die van der Waalssche Zustandsgleichung
geht in die bekannte Zustandsgleichung eines idealen Gases iiber:

pV = nRT

Die isotherme Ausdehnungsarbeit eines idealen Gases betrigt dann

Vs
W =nRT - In|—
" n<Vl)

®) Isotherm bedeutet: bei konstanter Temperatur. Der Druck p hingt dann nur vom Volumen V ab.
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10.7 Lineare und quadratische Mittelwerte

Mittelwerte spielen in Naturwissenschaft und Technik eine bedeutende Rolle (z.B.:
mittlere Geschwindigkeit eines Fahrzeugs in einem bestimmten Zeitraum, Effektivwerte
von Strom und Spannung bei Wechselstromen usw.). Wir unterscheiden dabei zwischen
linearen und quadratischen Mittelwerten.

Linearer Mittelwert

Definition: Unter dem linearen Mittelwert einer Funktion y = f (x) im Intervall
a < x < b versteht man die Grof3e

Ylinear = P Jf(x) dx (V-142)

Anmerkung

Man beachte, dass der lineare Mittelwert vom Intervall ¢ < x < b abhingig ist.

Der lineare Mittelwert einer Funktion lisst sich wie folgt geometrisch deuten (wir setzen
dabei f(x) > O voraus):

Uber dem Intervall a < x < b soll ein Rechteck mit der (zunichst noch unbekannten)
Hohe h errichtet werden und zwar so, dass es den gleichen Flacheninhalt besitzt wie
das von der Kurve y = f(x), der x-Achse und den beiden Parallelen x = a und
x = b begrenzte Flichenstiick (Bild V-74).

vk
/L y=f(x)

h= )7/inear

><“

Bild V-74 Zum Begriff des linearen Mittelwertes einer Funktion y = f (x) im Intervall a < x < b
(die beiden grau unterlegten Teilfldchen sind fldchengleich)

Somit muss gelten:
b

h(b —a) = Jf(x) dx (V-143)

a
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Fiir die Hohe h erhalten wir daraus den Wert

b
A ~Jf(x)dx (V-144)

Dies aber ist genau der lineare Mittelwert der Funktion y = f(x) im Intervall
a < x < b, dh esgilt h = Yjpear. Der lineare Mittelwert ist somit eine Art mittlere
Ordinate der Kurve y = f(x) im Intervall a < x < b.

Quadratischer Mittelwert

Definition: Unter dem quadratischen Mittelwert einer Funktion y = f (x) im In-
tervall a < x < b versteht man die Grof3e

Y quadratisch = b —a : J [f(x)]2 dx (V_]45)

Zeitliche Mittelwerte

In der Elektrotechnik werden lineare und quadratische Mittelwerte von zeitabhdngigen
periodischen Funktionen y = f(¢) bendtigt. Sie werden jeweils iiber eine Perioden-
dauer T gebildet. Beispiele dafiir sind der Effektivwert eines Wechselstroms bzw. einer
Wechselspannung sowie die durchschnittliche Wirkleistung eines Wechselstroms.

Zusammenfassend gilt somit:

Linearer und quadratischer zeitlicher Mittelwert einer periodischen Funktion

Der lineare bzw. quadratische zeitliche Mittelwert einer periodischen Funktion
y = f(#) mit der Periodendauer 7 lisst sich wie folgt berechnen (die Integration
erfolgt iiber ein Periodenintervall der Linge 7):

Yiinear = % - J [ () dt (V-146)
(T)

_ 1 2

Y quadratisch = 7 : J [f(t)] dt (V'147)




10 Anwendungen der Integralrechnung 533

Beispiele

(1)  Wir berechnen den linearen Mittelwert der Logarithmusfunktion y = In x im In-
tervall 1 < x < 5 (Bild V-75)

5

y ! Jl dr = 2 { a 1)}5
inear — Z 5 ° n = n - =
o 51 SR |
1
1 1
= T [5(1115 —1)—1(nl - 1)} = 7 <3,0472 + l) ~ 1,012
Y y=Inx
1 s
J7/inear = 1,01
— Bild V-75
‘ /1 2 3 4 5 X

(2) Durchschnittsgeschwindigkeit eines Fahrzeugs in einem Zeitintervall

Aus der Physik ist bekannt: Die Durchschnittsgeschwindigkeit v eines Fahrzeugs

in einem Zeitintervall At = ¢, — t; wird ermittelt, indem man den in diesem

Zeitintervall zuriickgelegten Weg As = s, — s durch das Zeitintervall dividiert:
As s, — 54

V= — =
At 1, — 1

(siehe hierzu Bild V-76).

t At t
! z - Bild V-76

Sy Ads So

)

v ist aber nichts anderes als der lineare Mittelwert des Geschwindigkeit-Zeit-Ge-
setzes v = v (f) im Zeitintervall Ar = t, — ¢;. Denn aus der Definitionsformel
(V-142) folgt unmittelbar unter Beachtung der bereits aus Abschnitt 10.1.1 bekann-

ten Beziechung s (1) = J v (1) dt:

_ 1 d 1 153
inear — : t)dt = t =
e = [0t = [s0)]
T
1 s, — 851 As
ty — 1 [s(t2) = s(t0)] ty — 1 A

(unter Beachtung von s(7;) = s1 und s(t2) = s2).
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3)

Durchschnittliche Leistung P eines sinusformigen Wechselstroms

In einem Wechselstromkreis erzeuge die (zeitabhingige) sinusférmige Wechsel-
spannung  u (1) = wuo - sin (wt) den  phasenverschobenen  Wechselstrom
i(t) =iy -sin(wr+ @) gleicher Kreisfrequenz @ (ug, io: Scheitelwerte; ¢:
Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung). Die momentane (zeitabhdn-
gige) Leistung p ist dann definitionsgemd3 das Produkt aus Spannung u und
Stromstérke i:

p=p@) =u(t) i(t) = ugio - sin(wt) - sin (wt + ¢) =
= ugiop - sin (wt) [sin (wt) - cos ¢ + cos (wt) - sin @] =
= upig[cos @ - sin® (wt) + sin @ - sin (wt) - cos (wr)]
(wir haben dabei das Additionstheorem der Sinusfunktion verwendet). Den linearen

zeitlichen Mittelwert wihrend einer Periode 7T berechnet man definitionsgemif
aus Gleichung (V-146), wobei Wir pinesr = P setzen:

T T
1 1 .
P:ﬁlinear:7'Jp(t)dt:?'Ju(f)'l(l‘)dl‘:
0 0

T
:u%l0~J[cos¢-sin2 (wt) + sin@ - sin (wt) - cos (wr)] dt =
0
. T T
Uplto .2 . .
=7 cosqp-Jsm (a)t)dt+51n(p-J51n(a)t)~cos(a)t)dt

0 0

In der Integraltafel der Formelsammlung finden wir fiir die beiden Integrale die
folgenden Losungen:

1 1
-2 _ . .
J sin® (wr) dt = 5 t - sin Qwt) (Integral Nr. 205)

1
J sin (wt) - cos (wt) dt = e sin? (w1) (Integral Nr. 254)

Fiir die durchschnittliche Wirkleistung wihrend einer Periode erhalten wir damit
unter Beriicksichtigung von w T = 2 und sin0 = sin (27) = sin (47) = 0
den folgenden Ausdruck fiir die Wirkleistung:
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u()i() 1
P =
T {COSQB[

T

1 1 !
~ 1% sin (Zwt)} . + sin(p{zw - sin? (a)t)} 0} =

[\

_M()io 1 1 . . 1 .2 -
=7 {cosgo( T i sm(2wT))+smg0 7 St (T)y =

; T 1 i
= M;lo {cos (p( ~ 15 sin (471)) + % - sin” (27[)} =

2
_ Modo oo T Moo
T 2T 4

[\

Die Scheitelwerte up und io lassen sich noch wie folgt durch die Effektivwerte
U und [ ausdriicken (siehe hierzu auch das nachfolgende Beispiel):

uo = U2, ig=1V2

Unter Beriicksichtigung dieser Beziehungen erhdlt man fiir den Mittelwert der
Wirkleistung eines sinusformigen Wechselstroms

i UvV2 -1+2
P:uozlo.cos(p:#.cos(p:UI-cosgD

(4) Effektivwerte von Strom und Spannung (quadratische Mittelwerte)

Der Effektivwert eines Wechselstroms bzw. einer Wechselspannung ist definitions-
gemil der quadratische zeitliche Mittelwert wihrend einer Periode T:

Fiir einen sinusformigen Wechselstrom i(f) = iy - sin (w¢) erhilt man unter Be-
riicksichtigung von w T = 2 und sin 0 = sin (4) = 0

T

T T

1 1
J[i(t)]zdt =il Jst (1) dt = i [21‘ — 4 s (2m)] =
0 0

——
Integral Nr. 205

T 1 T 1 2T

Der Effektivwert des Wechselstroms betrigt somit:

1 3T io
{5 = —==0707 - i
T 2 NG , Lo
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Analog berechnet sich der Effektivwert einer sinusformigen Wechselspannung
u(t) = ug - sin (wt) zu

Uo

V2

U = = 0,707 - uy u

10.8 Schwerpunkt homogener Flichen und Korper

10.8.1 Grundbegriffe

Statisches Moment einer Kraft

Ein Massenpunkt der Masse m besitze von einer (vertikalen) Bezugsachse den senk-
rechten Abstand r (Bild V-77). Dann erzeugt die Gewichtskraft G = mg definitions-
gemiB ein statisches Moment'” vom Betrage

M = Gr =mgr (V-148)

Bei einem rdumlichen Korper muss die Masse m zunidchst in eine groffe Anzahl von
Teilmassen zerlegt werden. Wir betrachten jetzt ein solches infinitesimal kleines Massen-
element dm im senkrechten Abstand r von der Bezugsachse (Bild V-78).

Bezugsachse Bezugsachse

Kérper der Masse m

dm

G=mg dG=(dm)g=gdm

Bild V-77 Bild V-78

Dieses Massenelement liefert dann zum Gesamtmoment M den folgenden Beitrag:
dM = (dG)r = (dm)gr = grdm (V-149)

(dG = dm - g = gdm ist das Gewicht des Massenelementes dm).

Durch Aufsummieren sdmtlicher Teilbetrige dM, d.h. durch Integration erhdlt man
schlieflich das Gesamtmoment M:

M = J aM = J grdm (V-150)
(m) (m)

19" Andere, iibliche Bezeichnungen sind Drehmoment oder Moment 1. Ordnung.
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Schwerpunkt oder Massenmittelpunkt eines Korpers

Unter dem Schwerpunkt S eines Korpers (auch Massenmittelpunkt genannt) wird defini-
tionsgemal derjenige Punkt verstanden, in dem die Gesamtmasse des Korpers vereinigt
gedacht werden muss, damit dieser fiktive Massenpunkt ein gleich grofes statisches Mo-
ment erzeugt wie der reale Korper selbst (Bild V-79).

A Bezugsachse

Kérper der Masse m (Volumen V)

Bild V-79

Schwerpunkt eines
rdumlichen Kd&rpers

Massenelement dm
(Volumenelement dV)

Ist rg der senkrechte Abstand des Schwerpunktes S von der Bezugsachse (bzw. Be-
zugsebene), so gilt also

M =mgrs = J grdm = g - J rdm (V-151)
(m) (m)

und weiter (nach Kiirzen durch g)

mrg = J rdm (V-152)
(m)

Bei allen weiteren Betrachtungen gehen wir von einem homogenen Korper der konstan-
ten Dichte ¢ aus. Da m = ¢V und somit dm = o dV ist, ldsst sich die Beziehung
(V-152) auch auf die Form

oVrg = J rodvV = o - J rdv oder Vrg = J rdv (V-153)

V) V) )
bringen. dV ist dabei das Volumen des Massenelementes dm und wird daher auch als
Volumenelement bezeichnet, V ist das Gesamtvolumen des Korpers mit der Masse m.
Die Integration ist iiber das gesamte Volumen zu erstrecken (Summation liber simtliche

Volumenelemente). Aus dieser Gleichung gewinnt man fiir den Schwerpunktsabstand rg
die wichtige Integralformel

: J rdv (V-154)
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Durch Wahl einer geeigneten Bezugsachse in jeder der drei Koordinatenebenen erhilt
man hieraus die folgenden Formeln fiir die Schwerpunktskoordinaten xg, ys und zg:

Schwerpunkt eines homogenen riumlichen Korpers (Bild V-79)

Fiir die Schwerpunktskoordinaten xg,ys und zs eines homogenen riumlichen
Korpers vom Volumen V' gelten die folgenden Integralformeln:

1 1 1
stv'JXdV, )’Szv'Jde, ZSZV'JZdV
() (v) )

(V-155)

10.8.2 Schwerpunkt einer homogenen ebenen Fléiche

Bei fldchenhaften Korpern mit konstanter Dicke h wie z. B. diinnen Scheiben oder
Platten liegt der Schwerpunkt S im Abstand //2 oberhalb der (ebenen) Grundfliche
vom Fldcheninhalt A (die Grundflidche legen wir in die x, y-Ebene). Die Schwerpunkts-
koordinaten xg, ys und zg lassen sich dann aus den Gleichungen (V-155) unter Be-
riicksichtigung von V.= Ah und dV = (dA)h = h dA wie folgt bestimmen:

1 1 h 1
) (4) (A) (4)
_ L J av — L J haa — - J an — L J dA  (V-156)
ys = % y T An y Y y A y
(v) (A) (A) (4)
_h
ZS*2

Dabei ist die Integration iiber die gesamte Grundfliche A zu erstrecken. Fir h — 0
erhilt man eine in der x, y-Ebene liegende Fliche vom Fldcheninhalt A, deren Schwer-
punktskoordinaten xg und yg wie folgt berechnet werden (zg = 0 fiir 2 — 0; siehe
Bild V-80):

Schwerpunkt einer homogenen ebenen Fliche (Bild V-80)

Fiir die Schwerpunktskoordinaten xg und yg einer homogenen ebenen Fliche
vom Flidcheninhalt A gelten die folgenden Integralformeln:

1 1
Xs = — - deA, ys = JydA (V-157)

A
(4) (4)
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yh
Fldchenhafter Kérper
(Fldcheninhalt A)
Xs
Ys
X
Y Flachenelement dA
Bild V-80
Schwerpunkt S eines
flichenhaften Korpers
= konstanter Dichte
Xs X X
Anmerkungen

(1) Modell einer homogenen Fliche: hauchdiinne homogene Platte.
(2) Summiert, d. h. integriert wird iiber alle Flichenelemente dA in der Fliche A.

(3) Die in den Gleichungen (V-157) auftretenden Integrale sind die wie folgt definier-
ten statischen Momente der Fldche A:

M, = J am, = J ydA = ysA: Statisches Moment beziiglich der x-Achse
(A) ()

M,

J dM, = J xdA = xgA: Statisches Moment beziiglich der y-Achse
) (A)

dM, = ydA und dM, = x dA sind dabei die statischen Momente des Flichen-
elementes dA beziiglich der x-Achse bzw. y-Achse.

Wir gehen jetzt zur Berechnung der Schwerpunktskoordinaten xg und yg einer homo-
genen ebenen Fliche iiber, die von der Kurve y = f (x), der x-Achse und den Geraden
x = a und x = b berandet wird (Bild V-81).

/

y =1(x)

Fldchenelement dA

Zur Berechnung des Schwerpunktes
einer homogenen ebenen Fliche

|
d‘ R y Bild V-81
|
|

><"




540 V Integralrechnung

In der bereits bekannten Weise zerlegen wir zunichst die Flidche in eine groe Anzahl
von rechteckigen Streifen. Das im Bild V-81 skizzierte (grau unterlegte) Flachenelement
besitzt die Breite dx, die Hohe y und somit den Flidcheninhalt dA = y dx. Der
Schwerpunkt R dieses Streifens liegt dann aus Symmetriegriinden im Schnittpunkt der
beiden Flichendiagonalen. Seine Koordinaten xp und yx lauten daher wie folgt:

1
xR = x’ )’R = Ey (V-ISS)

Zu den statischen Momenten M, und M, der Gesamtfliche A liefert dieses Flichen-
element dann die folgenden Beitrige:

1 1
dM, = yrdA = Ey(ydx) = Eyz dx
(V-159)

dM, = xgr dA = x(ydx) = xydx
Durch Summation iber sdmtliche in der Fliache liegenden streifenférmigen Flidchen-

elemente, d. h. durch Integration in den Grenzen von x = a bis x = b erhalten wir
schlieBlich folgende Integralformeln fiir die statischen Momente M, und M, der Fliche:

b b
1 1
M, = J daM :E-Jyzdx :E~Jf2(x)dx

) a a
(V-160)

b b
M, = J M, = nydx: Jx-f(x)dx
(A) a a

Andererseits ist M, = ygsA und M, = xgA. Unter Beriicksichtigung dieser Bezie-
hungen gehen die Gleichungen (V-160) iiber in

b b
1 1
ysA Jyzdx = Jf2(X) dx
! ‘ (V-161)
b b
XsA = nydx = Jx < f (x) dx

Durch Auflosen nach xg bzw. ys gewinnt man hieraus die folgenden Integralformeln
fiir die Koordinaten des Fldchenschwerpunktes S:
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Schwerpunkt einer homogenen ebenen Fliche zwischen einer Kurve und der
x-Achse (Bild V-81)

Die Koordinaten xg und yg des Schwerpunktes einer homogenen ebenen Fliche,

die von einer Kurve y = f(x), @ < x < b und der x-Achse berandet wird, las-
sen sich wie folgt berechnen:

b
1 1
xS—X~nydX—X-Jx-f(x)dx

(V-162)

\9)

b b
71 2 71 2
ys—ﬂ'Jy dv = >~ Jf (x) dx

A: Fldcheninhalt, berechnet nach der Integralformel (V-119)

Voraussetzung: Die Kurve y = f(x) liegt im Intervall a < x < b oberhalb der
x-Achse.

Auf analoge Art und Weise lassen sich Formelausdriicke fiir die Schwerpunktskoordina-
ten xg bzw. yg einer Fliche herleiten, die von den beiden Kurven y, = f, (x) und
Yu = fu(x) und den beiden Geraden x = ¢ und x = b berandet wird (Bild V-82).
Wir setzen dabei voraus, dass #berall im Intervall a < x < b die Bedingung
Sfo (x) > fu(x) erfiillt ist.

y Yo=To(X)
Vs S
[
[
[
[ [
} Yo =Fa(x) } Bild V-82
\ [ Schwerpunkt einer von zwei Kurven
l ‘ — berandeten homogenen Fliche
a Xs b X



542 V Integralrechnung

Die Integralformeln fiir die Koordinaten des Flichenschwerpunktes lauten dann wie
folgt:

Schwerpunkt einer homogenen ebenen Fliche zwischen zwei Kurven (Bild V-82)

Die Koordinaten xg und yg des Schwerpunktes einer homogenen ebenen Fliche,
die von den Kurven y, = f,(x) und y, = f, (x) und den beiden Parallelen
x = a und x = b berandet wird, lassen sich wie folgt berechnen:

b b
xs = [x00 =y = - [3100) - @)
‘ ’ (V-163)
b b
ys= g |02 = ar= o [ 1000 - (u)] e

[\

A: Flidcheninhalt, berechnet nach der Integralformel (V-122)

Voraussetzung: f, (x) > f, (x) im Intervall a < x < b

Anmerkung

Ist die untere Berandung die x-Achse, also y, = f,(x) = 0, so erhilt man aus den
Integralformeln (V-163) den bereits bekannten Sonderfall (V-162).

Beispiele

(1)  Wir berechnen die Schwerpunktskoordinaten einer oberhalb der x-Achse liegenden
homogenen Halbkreisfliche vom Radius R (hauchdiinne halbkreisformige Platte
aus einem homogenen Material; Bild V-83).

A
Y y=VFf2—x2

Ys

-R R X
Bild V-83 Zur Berechnung der Schwerpunktskoordinaten einer homogenen Halbkreistldche

Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt S auf der y-Achse, also ist xg = 0
(eine Rechnung ist somit iiberfliissig). Fiir die Ordinate yg des Flachenschwer-
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punktes S erhalten wir nach Formel (V-162) mit A = 7 R? /2 und unter Beriick-
sichtigung der Achsensymmetrie:

R R
1 1
ys =3 J (R* — x?) dx = _R2 2 J(Rz — x%)dx =
—R 0
2 1 g% 2 1 2
= Ry~ 23] = R3__R3) =% . Zp3_
nR2[ * 3x}0 nR2< wTR* 3

= hd R = 0424R
3x
Flichenschwerpunkt: S = (0; 0,424 R)

(2) Die Aufgabe besteht in der Berechnung des Schwerpunktes S des in Bild V-84
skizzierten flichenhaften Werkstiickes aus einem homogenen Material.

y/ecm “
Yo=3cm

3
S Yu=X

°

; - Bild V-84
-2 3 x/cm
-2
Yy=-2cm

Losung: Wir berechnen zunichst auf elementarem Wege den Flicheninhalt A des
Werkstiickes, das sich aus einem Rechteck (hellgrau unterlegt) und einem gleich-
schenkligen Dreieck (dunkelgrau unterlegt) zusammensetzt:

1
A = 2cm-5cm+5-3cm-3cm = 10cm? + 4,5cm? = 14,5cm?

Das Flichenstiick wird im Intervall —2 < x/cm < 3 oben von der Geraden
Yo = fo(x) = 3cm berandet. Die untere Berandung besteht dagegen aus zwei
Teilstiicken:

—2cm —2 < x/cm <0

Yu = fulx) = fiir
X 0 <x/em <3
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Wir berechnen zunichst die Schwerpunktskoordinate xg, wobei wir das Integral in
zwei Teilintegrale aufspalten miissen:

Ocm 3cm
1
xs_m J x(3cm + 2cm) dx + J x(3em —x)dx | =
—2cm 0cm
| Ocm 3cm
= Usem? J S5cm - xdx + J (Bem - x — x?)dx | =
—2cm Ocm
1 Ocm 1 3cm
o 2 2 3 —
= T45em? ({Z,SCm - X :|—20m + {LScm S X = gx :|Ocm> =
1 —55cm?
=———(-10em’ + 45em’) = ———— = —0.38
[45emz (10emT HdSem?) = em

Fiir die Schwerpunktskoordinate yg erhilt man analog:

Ocm 3cm
1
R Ty J (9cm? — 4em?) dx + J (9em? — x*)dx | =
—2cm Ocm
| Ocm 3cm
= 59em? J 5cm? dx + J (9em? — x?)dx | =
—2cm Ocm
1 ) 0Ocm 5 1 s 3cm
:W [Scm 'x:|—2<:m+ |:gcm .x_3x:|()cm -
_ 1 3 3, 28 cm? -
= 50 om? (10cm” + 18cm”) = oem? 0,97 cm

Der Fldchenschwerpunkt S besitzt damit die folgenden Koordinaten:

xs = —0,38cm, ys = 0,97 cm. ]

10.8.3 Schwerpunkt eines homogenen Rotationskorpers

Bei einem homogenen Rotationskorper liegt der Schwerpunkt stets auf der Drehachse.
Fillt ferner die Rotationsachse in eine der Koordinatenachsen (x-Achse oder y-Achse),
so besitzen zwei der drei Schwerpunktskoordinaten den Wert Null.
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Rotation einer Kurve um die x-Achse

Der Rotationskorper wird durch Drehung des Kurvenstiicks y = f(x), a < x < b um
die x-Achse erzeugt (Bild V-85).

Bild V-85

Zur Berechnung des Schwerpunktes
eines zur x-Achse symmetrischen
homogenen Rotationskorpers

Der Schwerpunkt S liegt daher auf der x-Achse, d.h. es ist yg = zg = 0. Fiir die
x-Koordinate folgt dann aus Gleichung (V-155) unter Beriicksichtigung des Volumenele-
mentes dV, = wy? dx (Zylinderscheibe der Dicke dx, Radius y):

b
. nyz dx (V-164)

Schwerpunkt eines homogenen Rotationskorpers (Rotationsachse = x-Achse;
Bild V-85)

Der Schwerpunkt S eines homogenen Rotationskorpers, der durch Drehung einer
Kurve y = f(x), a < x < b um die x-Achse entsteht, liegt auf der Drehachse
(hier also auf der x-Achse). Daher verschwinden die Schwerpunktskoordinaten yg
und zg:

ys=0 und zg=0 (V-165)
Die x-Koordinate des Schwerpunktes ldsst sich wie folgt berechnen:
b
xS:£~ny2dx:V£~Jx~[f(x)]zdx (V-166)
X

a

o~

V.: Rotationsvolumen, berechnet nach der Integralformel (V-125)
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Rotation einer Kurve um die y-Achse

Analoge Formeln erhilt man bei Drehung der Kurve x = g(y), ¢ <y < d um die
y-Achse (Bild V-86).

Bild V-86

Zur Berechnung des Schwerpunktes
eines zur y-Achse symmetrischen
homogenen Rotationskorpers

><V

Schwerpunkt eines homogenen Rotationskorpers (Rotationsachse = y-Achse;
Bild V-86)

Der Schwerpunkt S eines homogenen Rotationskorpers, der durch Drehung einer
Kurve x = g(y), ¢ <y < d um die y-Achse entsteht, liegt auf der Drehachse
(hier also auf der y-Achse). Daher verschwinden die Schwerpunktskoordinaten xg
und zg:

Xs = 0 und s = 0 (V-167)

Die y-Koordinate des Schwerpunktes ldsst sich wie folgt berechnen:

d d
JT JT
yszvf-Jyxzdy=*-Jy-[g(y)]2dy (V-168)

=
<

Vy: Rotationsvolumen, berechnet nach der Integralformel (V-128)

Anmerkung

In der Regel liegt die Funktionsgleichung in der Form y = f(x) vor und muss dann
noch nach x aufgelgst werden — x = g ().

Beispiele
(1) Wo liegt der Schwerpunkt S des homogenen Drehkorpers, der durch Rotation der
in Bild V-87 a) grau unterlegten Fliche um die x-Achse entsteht?



10 Anwendungen der Integralrechnung 547

|

a) b)

Bild V-87 Durch Drehung der Kurve y = v4 — x, 0 < x < 4 (Bild a)) um die x-Achse
entsteht der in Bild b) skizzierte homogene Drehkorper

Losung: Aus Symmetriegriinden ist ys = zg = 0. Fiir die Berechnung der
Schwerpunktskoordinate xg bendtigen wir noch das Rotationsvolumen V,, fiir
das uns die Integralformel (V-125) den folgenden Wert liefert:

= -4 —x)ldx = -4 — x)dx = x—ix2 4:
V,=a l(\/4—)d nJ(4 ) d n[4 }

0
=x(l6 —8) =8x

Damit erhalten wir fiir die Schwerpunktskoordinate xgs nach der Formel (V-166)

4 4
fs = ge [ R WET = g [ 5 —nan -
0 0

4
1 1 1 M| 64
= — .| (4x — x2 = —|o2x?2 - 3| =— (32 - Z2) =
3 J(x x°) dx S{X 3x}0 8<3 3)

0

I 9% —64 1 32 4

8 3 8 3 3

Der Schwerpunkt S des Rotationskorpers besitzt demnach die Koordinaten
xs =4/3, ys = 0 und zg = 0.

(2) Durch Rotation des in Bild V-88 skizzierten Geradenstiicks um die x-Achse ent-
steht ein (homogener) gerader Kreiskegel mit dem Grundfldchenradius » und der
Hohe h.
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3

v b y

a) b)

Bild V-88 Zur Berechnung des Schwerpunktes eines homogenen geraden Kreiskegels
a) Geradenstiick mit der Gleichung y = %x, 0<x<h

b) Durch Rotation des Geradenstiicks um die x-Achse erzeugter Kegel

Der Schwerpunkt S liegt aus Symmetriegriinden auf der x-Achse, d.h. es gilt
ys = zs = 0. Fiir die Koordinate xg erhalten wir nach Formel (V-166) den fol-
genden Wert (das Kegelvolumen betriigt bekanntlich V = 7% h/3):

h h

A ro\2 3 r )
xs—li-Jx(Zx) dx-m-Jx-ﬁ-x dx =

h
r2 s 31 ,1" 3 1 3
— . d:7—4 :—*h4:*h
Jx o h3[4xL X 4

Der Schwerpunkt des Kegels liegt also auf der Symmetrieachse im Abstand 3 h/4
von der Kegelspitze (von der Grundflidche aus gemessen betridgt der Abstand h/4).

Wir berechnen die Lage des Schwerpunktes einer homogenen Halbkugel vom Ra-
dius r. Dieser Rotationskorper lédsst sich durch Drehung der in Bild V-89 skizzier-
ten Viertelkreisfliiche um die y-Achse erzeugen.

a) b)

Bild V-89 Durch Rotation der in Bild a) gezeichneten Viertelkreislinie um die y-Achse ent-
steht die in Bild b) skizzierte homogene Halbkugel
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Die Funktionsgleichung der rotierenden Kreislinie erhilt man durch Auflosen der
Kreisgleichung x* + y*> = r? nach x:

x=g() =vVr2—-y2 (0<y<r)

Wegen der Rotationssymmetrie liegt der Schwerpunkt diesmal auf der y-Achse:
xs = zs = 0. Fir yg liefert die Integralformel (V-168) den folgenden Wert (das
Volumen einer Halbkugel ist bekanntlich V = 27r%/3):

/4 r 2 3 T
ys =5 3-Jy( rz—yz) dy:ﬁ-Jy(rz—yz)dyz
gﬂr 0 0
3 h 2 3 3 1 2.2 1 4"
= — —_ dzi J— R —
7,3 J(ry y’)dy 2r3{2ry i,
0

Der Schwerpunkt einer Halbkugel liegt daher auf der Symmetrieachse im Abstand
von 3/8r oberhalb der Grundfliche. ]

10.9 Massentrigheitsmomente

10.9.1 Grundbegriffe und einfache Beispiele

Massentrdgheitsmomente treten im Zusammenhang mit Drehbewegungen von punktfor-
migen, flachenhaften oder rdumlichen Massen auf. Sie spielen dort eine @hnliche Rolle
wie die Massen bei Translationsbewegungen.

Ein Massenpunkt der Masse m besitze beziiglich einer vorgegebenen Drehachse (Be-
zugsachse) den senkrechten Abstand r (Bild V-90). Dann versteht man definitions-
gemil unter dem Massentrigheitsmoment J beziiglich dieser Achse das Produkt

J = r2 m (V- 1 69)
Bezugsachse Bezugsachse

Kérper der Masse m (Volumen V)

Massenelement dm
(Volumenelement dV)

Bild V-90 Bild V-91 Zum Begriff des Massentrigheitsmomentes
eines rdumlichen Korpers
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Bei kontinuierlichen Massen wird der Korper in eine groffe Anzahl infinitesimal kleiner
Massenelemente dm zerlegt. Jedes Massenelement dm steuert dann den Beitrag

dJ = r?dm (V-170)

zum Gesamtmassentrigheitsmoment J des Korpers bei (r ist der senkrechte Abstand
des Massenelementes von der Bezugsachse, sieche hierzu Bild V-91). Durch Summation,
d. h. Integration tiber samtliche Beitrdge dJ erhilt man schlieBlich bei homogener Mas-
senverteilung, d.h. konstanter Dichte o und unter Beriicksichtigung der Beziehung
dm = o dV das Massentrigheitsmoment J des rdumlichen Korpers:

Massentrigheitsmoment eines homogenen riumlichen Korpers (Bild V-91)

J:JdJ:Jrzdm:Q~Jr2dV (V-171)
(m) (m) ()
Dabei bedeuten:

r: Senkrechter Abstand des Massenelementes dm bzw. Volumenelementes dV
von der gewihlten Bezugsachse

o0: Konstante Dichte des Korpers

Man beachte: Das Massentriagheitsmoment ist keine absolute Groéfe, sondern stets ab-
hingig von der gewidhlten Bezugsachse (siehe hierzu auch den sog. Satz von Steiner im
folgenden Abschnitt 10.9.2).

Beispiele

(1) Fiir eine homogene kreisformige Scheibe vom Radius R und der Dicke £ ist das
Massentrigheitsmoment J beziiglich der Symmetrieachse (Zylinderachse) zu be-
rechnen (die konstante Dichte sei ©).

Losung: Wir zerlegen zunichst die Scheibe in eine groBe Anzahl konzentrischer
Ringe (Bild V-92).

WA

Bild V-92

Zur Berechnung des Massentrigheitsmomentes
einer homogenen kreisformigen Scheibe
(Zerlegung in ringformige Elemente)
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(@)

Ein solcher infinitesimal schmaler Ring vom Innenradius » und der Breite dr (in
Bild V-92 dunkelgrau unterlegt) besitzt die Querschnittsfliche

dA = 2mrdr

Begriindung: Wenn man den Kreisring an einer Stelle aufschneidet und ,,gerade*
biegt, erhdlt man einen nahezu rechteckigen Streifen mit den Seitenlingen 2 r
und dr.

Der Kreisring besitzt damit den Masseninhalt
dn = 0dV = o (dA)h = o(2ardr)h = 2mohrdr

Sein Beitrag zum Trdgheitsmoment J der Scheibe betridgt definitionsgemif
dJ = r*dm = r* - 2mohrdr = 2mohr’ dr

Durch Summation, d. h. Integration iber alle zwischen r = 0 und r = R gele-
genen Ringelemente erhélt man schlielich

R
1% 1
J = J dJZth~Jr3dr2th[4r4} :EthR“

0
(m)

Beachtet man, dass die Scheibenmasse durch m = oV = omR>h gegeben ist,
so lasst sich das Massentriagheitsmoment der Scheibe auch wie folgt durch Masse
m und Radius R ausdriicken:

J = %thR“ = % (omR*h) R?* = %mRz
———
m

Es ist das Massentrigheitsmoment eines homogenen zylindrischen Stabes beziiglich
der Schwerpunktachse zu bestimmen, die senkrecht zur Stabachse verlduft (Bild
V-93). Dabei wird vorausgesetzt, dass der Durchmesser des Stabes klein ist gegen-
tiber der Stablinge (/: Stablinge; A: Querschnittsfliche des Stabes; o: Kons-
tante Dichte des Materials).

y

dx

ol |

ox ]

Bild V-93 Zur Berechnung des Massentrigheitsmomentes eines homogenen Stabes
(Zerlegung in Zylinderscheiben)

NI~ ——
N~
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Losung: Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt S in der Stabmitte. Wir
wihlen ihn daher als Ursprung des Koordinatensystems (Bild V-93). Die y-Achse
ist dann die Bezugsachse (Schwerpunktachse).

Der Stab wird nun durch Schnitte senkrecht zur Stabachse in eine groffe An-

zahl von Zylinderscheiben zerlegt. Ein solches infinitesimal diinnes Scheibchen
der Dicke dx besitzt den Masseninhalt

dm = 0dV = oA dx
und liefert damit zum Gesamttrcigheitsmoment J den Beitrag
dJ = x>dm = x* - pAdx = 0Ax? dx
Denn der Abstand dieser in Bild V-93 dunkelgrau unterlegten Scheibe von der

gewihlten Bezugsachse (y-Achse) ist durch die Koordinate x gegeben. Durch In-

tegration sdmtlicher zwischen x = —1/2 und x = [/2 gelegener Elemente er-

hilt man schlieBlich das gesuchte Massentriigheitsmoment>®:

/2 /2 | )2
J:JdJ:QA- szdx:2QA-Jx2dx:2QA[3x3} =
(m) —1)2 0 0

1 /1\° 1 B 1
€ [3 (2) 0] 0A 3 g = el

Wir driicken das Massentragheitsmoment J noch durch die Zylindermasse
m = oV = gAl und die Stablinge [ aus und bekommen die aus der Mechanik
bereits bekannte Formel

1 1 1
J=—0AD = = (0AD 1> = —ml?
12°¢ 1 leAl "
m | ]

10.9.2 Satz von Steiner

Von besonderer Bedeutung sind in den Anwendungen Massentrigheitsmomente, die auf
eine durch den Korperschwerpunkt S verlaufende Achse bezogen werden (sog. Schwer-
punktachsen). Trigheitsmomente dieser Art werden im Folgenden durch das Symbol J
gekennzeichnet. Ist nun das Trigheitsmoment Jg (bezogen auf eine bestimmte Schwer-
punktachse) bekannt, so ldsst sich daraus mit Hilfe einer von Steiner stammenden Bezie-

20 Aus Symmetriegriinden konnen wir die Integration auf das Intervall von x = 0 bis x = [/2 beschriin-
ken (Faktor 2).
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hung das Tridgheitsmoment J, beziiglich einer zur gewihlten Schwerpunktachse paral-

lel verlaufenden Bezugsachse A wie folgt berechnen (Bild V-94):

Satz von Steiner fiir Massentrigheitsmomente (Bild V-94)
Ja=Js +md?

Dabei bedeuten:
punktachse S

Schwerpunktachse S parallele Bezugsachse A
m: Masse des homogenen Korpers

d:  Abstand der beiden (parallelen) Achsen

Js: Massentrigheitsmoment des Korpers, bezogen auf eine (spezielle) Schwer-

Ja: Massentrigheitsmoment des Korpers, bezogen auf eine zu dieser speziellen

(V-172)

Schwerpunkt- “ Bezugsachse A
achse S

Kérper der
Masse m

Anmerkungen

Bild V-94 Zum Satz von Steiner

(1) Der Summand m d* im Steinerschen Satz ist das Massentrigheitsmoment der im
Schwerpunkt vereinigten Gesamtmasse m beziiglich der neuen Bezugsachse A.

(2) Der Satz von Steiner ermdglicht die Berechnung eines Massentrigheitsmomentes
beziiglich einer (beliebigen) Achse A, wenn das Trigheitsmoment beziiglich der

zu A parallelen Schwerpunktachse S bekannt ist.

(3) Verschiebt man eine Schwerpunktachse parallel zu sich selbst, so vergrofiert sich
das Massentridgheitsmoment. Das Massentrigheitsmoment hat somit seinen kleinsten
Wert, wenn die Bezugsachse durch den Schwerpunkt geht (im Vergleich zu allen

Parallelachsen).
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Beispiel

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir das Massentrigheitsmoment Jg eines homo-
genen zylindrischen Stabes der Lidnge [ beziiglich einer Schwerpunktachse senkrecht
zur Stabachse berechnet:

1
J s = E ml 2
Jetzt interessieren wir uns fiir das Massentridgheitsmoment J4 des gleichen Stabes be-
ziiglich einer zu dieser Schwerpunktachse parallelen Bezugsachse durch einen der bei-
den Endpunkte des Stabes (neue Bezugsachse ist die y-Achse, siehe Bild V-95).

y “ Bezugsachse A “ Schwerpunktachse

_L
d‘2

S | X

Bild V-95 Anwendung des Steinerschen Satzes auf einen homogenen Zylinderstab

Der Abstand der beiden Achsen betrigt d = 1/2. Aus dem Steinerschen Satz folgt
dann:

2
JA:JSerdz:imlerm i :imlerimlz:
12 2 12 4

11 1+3 4 1
_ —_ 12:7 1227 12:* 12
(12+4)m 2 " Tn" 3"

Das Massentriagheitsmoment hat sich demnach bei der Achsenverschiebung vervierfacht!
]

10.9.3 Massentrigheitsmoment eines homogenen Rotationskorpers

Rotation einer Kurve um die x-Achse

Wir betrachten einen homogenen Rotationskorper, der durch Drehung des Kurvenstiicks
y =f(x), a < x < b um die x-Achse entstanden ist und zerlegen ihn wiederum in
der bereits bekannten Weise in eine grofle Anzahl diinner Scheiben (siehe hierzu auch
Bild V-56). Ein solches Zylinderscheibchen der Dicke dx erhilt man, wenn man das in
Bild V-96 skizzierte (grau unterlegte) Rechteck mit den Seitenldngen y und dx um die
x-Achse rotieren lésst.



10 Anwendungen der Integralrechnung 555

y=t9 s

/

_._/ y

><V

\ a dx b

Bild V-96 Zur Bestimmung des Massentrigheitsmomentes eines zur x-Achse
symmetrischen homogenen Rotationskorpers beziiglich dieser Achse

Fir das Massentrcdgheitsmoment einer Zylinderscheibe haben wir in Abschnitt 10.9.1,
Beispiel (1) bereits den Formelausdruck

1
JZylinder = E mR2 (V-173)

hergeleitet (m: Zylindermasse; R: Radius der kreisformigen Grundfldche). Aus dieser
Formel erhilt man den Beitrag dJ,, den unser Zylinderscheibchen zum Trigheits-
moment J,, des Rotationskorpers beisteuert, mit Hilfe der formalen Substitutionen

R—y=f(kx) und m — dm (V-174)
Es ist also
1 2L,
dJ, = 5 (dm)y~ = 5V dm (V-175)

Das Massenelement dm lésst sich noch durch die Dichte ¢ des homogenen Korpers
und das Volumenelement dV = 7 y* dx ausdriicken (dm = ¢ dV). Dies fiihrt zu dem
Ausdruck

1 1 1 1
dJ, = Eyz dm = Eyz(g dv) = EyzQyty2 dx = Er[gy4 dx (V-176)

Durch Summation, d. h. Integration iiber die Beitrdge sdmtlicher zwischen x = a und

x = b liegender Scheibchen erhilt man schlieBlich fiir das Massentrigheitsmoment J
des Rotationskorpers den Formelausdruck

= b b
1 1
J deiiﬂQ'Jy4dx:*ﬂQ‘J[f(x)]4dx (V-177)



556 V Integralrechnung

Wir fassen zusammen :

Massentrigheitsmoment eines homogenen Rotationskorpers (Rotations- und
Bezugsachse: x-Achse; siehe hierzu auch Bild V-56 und Bild V-96)

Durch Drehung einer Kurve y = f(x), a < x < b um die x-Achse entsteht ein
Rotationskorper, dessen Massentrigheitsmoment J, beziiglich der Rotationsachse
(d. h. hier der x-Achse) sich wie folgt berechnen ladsst:

b b
JX=%ﬂ9~Jy4dx=%ﬂ0~J[f(X)]4dx (15

o: Konstante Dichte des (homogen gefiillten) Rotationskorpers

Rotation einer Kurve um die y-Achse

Ein analoger Ausdruck ldsst sich herleiten fiir das Massentrigheitsmoment J, eines zur
y-Achse rotationssymmetrischen homogenen Korpers, der durch Drehung der Kurve
x = g(y), ¢ <y < d um die y-Achse entstanden ist (siche hierzu auch Bild V-57).

Massentrigheitsmoment eines homogenen Rotationskorpers (Rotations- und
Bezugsachse: y-Achse; siehe hierzu auch Bild V-57)

Durch Drehung einer Kurve x = g (y), ¢ < x < d um die y-Achse entsteht ein
Rotationskorper, dessen Massentréigheitsmoment J, beziiglich der Rotationsachse
(d. h. hier der y-Achse) sich wie folgt berechnen lasst:

d d
1 1
Jy=5ﬂ9~Jx4dy=5ﬂ@~J[g(y)]4dy (V-179)

o0: Konstante Dichte des (homogen gefiillten) Rotationskorpers

m  Beispiele

(1) Man berechne das Massentrégheitsmoment J, eines homogenen stromlinienférmigen
Kérpers der konstanten Dichte o, der durch Rotation der Kurve y = (4 — x) vV 2x
im Bereich ihrer beiden Nullstellen um die x-Achse entsteht (Bild V-97).
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y=(4-x)]2x

Bild V-97
Der skizzierte homogene Korper
entsteht durch Drehung der Kurve

y=0@4—-x)V2x, 0<x <4
um die x-Achse

Losung: Wir berechnen zunichst die benétigten Nullstellen der Funktion:
y=0 = (@4-x)Vv2x =0 = x; =0, X, = 4

Unter Verwendung der Integralformel (V-178) erhalten wir dann fiir das gesuchte
Massentrdgheitsmoment zunachst:

4 4

1 1

Jx=EnQ~J[(4—X)v2ﬂ4dx=§ﬂ9-J(4—X)4-4x2dx:
0 0

4
=2mo - [(4fx)4~x2dx
0

Das Binom (4 — x)4 entwickeln wir nach der aus Kap. I, Abschnitt 6 bekannten
binomischen Formel (bitte nachrechnen):

(4—-x)"=(x—4*"=x* —16x> + 96x* — 256x + 256

Damit erhalten wir fiir das gesuchte Massentriagheitsmoment:

4
J, =2mo - J(x4 — 16x® + 96x? — 256x + 256) x* dx =
0

4
= 2mp - J(xﬁ — 16x° 4 96x* — 256x% 4 256x%) dx =
0

1 8 96 256 ,1°
22759{7)67—3)66—1—5)65—64)64—&-3)63}0:
1 8 96 256

=2 — 47 - =4 T 4% 644t T4 =
”Q<7 3705 3
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1 2 6 1
=2 — 4T 24T — 4T 4T — 4T =
re <7 370 s *3
1 2 6 1
=2-47. -+ -1+ =
Te (7 35T 3)
15 — 70 + 126 — 105 + 35
=2 .47. . =
e 105
L B S S
- © 05 T 105 T T RO
(2) Die Aufgabe besteht in der Berechnung des Massentrdgheitsmomentes einer homogenen

Kugel beziiglich eines beliebigen Kugeldurchmessers (Radius der Kugel: R; Konstante
Dichte: g). Als Bezugsachse wihlen wir den in die y-Achse fallenden Kugeldurchmes-
ser. Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns bei der Rechnung auf die in Bild V-89 skiz-
zierte Halbkugel beschrinken. Diese entsteht durch Rotation der im /. Quadranten lie-
genden Viertelkreislinie mit der nach der Variablen x aufgelosten Funktionsgleichung

x=g0) = VR =) (0<y<R)

um die y-Achse. Fiir das Massentriigheitsmoment J, der Vollkugel erhilt man so-
mit unter Verwendung der Integralformel (V-179) den folgenden Ausdruck:

R
1
Jy:2~§ﬂ@~J( Rz*yz)“dy:ﬂQ'J(Rz*yz)zdy:
0 0

R
2 1 R
= 7o - J (R* —2R*y* + y") dy = mo [R“y — ngyS - Sys} =
0

0
2 1 2 1
_ 5 _ L ps L ps) 5 T R
—JTQ(R 3R +5R) nQR(l 3+5>
15 -10+ 3 8 8
— 5.7: S.i:i 5
= mToR G TOR 15 lanR

(der Faktor 2 tritt auf, weil wir uns bei der Integration auf eine Halbkugel beschrinkt
haben). Beriicksichtigt man noch, dass Volumen V und Masse m einer Kugel durch
die Formeln

4 4 4

V = —aR? und m=09oV=0-—aR’=—_na0R?

3 3 3
gegeben sind, so erhidlt man schlieflich fiir das gesuchte Massentrdgheitsmoment
einer Kugel, bezogen auf einen (beliebigen) Kugeldurchmesser, die aus der Physik
bekannte Formel

8 2 (4 2
Jy = Eﬂ@RS = g (3.7IQR3) R2 = ngZ

m |
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Ubungsaufgaben

Hinweis: In den Abschnitten 1 bis 7 wurden die wichtigsten Grundbegriffe der Integral-
rechnung behandelt (Stammfunktion, bestimmtes und unbestimmtes Integral,
Grundintegrale usw.). Dem Leser wird daher empfohlen, diese Abschnitte
griindlich durchzuarbeiten, bevor er sich erstmals mit den nachfolgenden
Ubungsaufgaben auseinandersetzt.

Zu Abschnitt 1 bis 7
1) Bestimmen Sie samtliche Stammfunktionen zu:

a) f(x) =4x° —6x° +8x* —3x+5 b) f(f) =3 -sint —4-cost

n2 4.3
o) f(1) =2 eugﬂ d) f@):%+3
R -2
) f() =3757- 77 0 fW = F=F ~ oz
) f(u):S-sinu—%Jr7u2 h) f(x) = —-3-e" — cosx

2) Losen Sie die nachstehenden unbestimmten Integrale (Grundintegrale):

) 1
a) (e* 4+ x* — 2x + sinx) dx b) <10A T a2 )dx
s~ x
o) (Zx—3)2dx d) 2 - cos x dx
s 10
-2 _\a f —3-a" — b sinx|)d
e) ( 1+ 2 t) ' ) (Coshzx ¢ smx) ’
5 1
2y h S 3 - )d
I R [ ) o
. N Vx .
)| g i) W"x
tan x
k
) sin (2x)
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3) Welchen Wert besitzen die folgenden bestimmten Integrale?
4 e d 4 2
t 1 -
a) (x* = 5x% + 1,5x — 10) dx b) " c) S
J Z
0 1 1
4 2 2
d) |[(a-sint —b-cost)dt e) |5-Vxdx f) |cosqdy
0 1 T
2 5 0,5
) 30 2 ena h) J i 0 J Sy
—e")dx — i ——dx
& t V1 —x2
0 0,5
/4 | ) 4 | 5 9
— Ccos” x —u
j ——d k —d 1 2 —-x)d
)| e W [ ma ) [vEe-sa
0 1 1
4) Wie lautet die Funktionsgleichung der durch den Punkt P; = (0;2) verlaufenden
Kurve mit der folgenden Ableitung?
1 4
I x 2
y =sinx +3-e —gx +1+x2
a
5) Berechnen Sie das bestimmte Integral Jx3 dx mit a > 0 als Grenzwert der

0
Obersumme nach Definitionsgleichung (V-18).
Anleitung : Man unterteile das Integrationsintervall 0 < x < ¢ mit Hilfe der Teil-
punkte x; = k - 4 mit k=0,1,...,n in n gleiche Teile und
n

verwende ferner die Formel

n*(n+1)

Zk3:13+23+...+n3:
k=1 4
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0)

7)

8)

9)

10)

11)

Die im Folgenden aufgefiihrten Integralformeln haben wir einer Integraltafel ent-
nommen. Zeigen Sie nach dem sog. ,,Verifizierungsprinzip* die Giiltigkeit dieser
Beziehungen (die Ableitung der auf der rechten Seite stehenden Funktion F (x)
muss in diesem Fall zum Integrand f (x) fiihren, d. h. es muss F'(x) = f (x)
gelten):

a) |e "l —-x)dx=x-¢e"4+C

2 _ 4 2
b) xdszx2—4—2-arccos<x)+C

X

c) |cosx-etdy =e" 4+ C

1
d) | sin(3x) - cos (3x)dx = i sin? (3x) + C

Zeigen Sie: Fy (x) = x* - e* + 2 ist eine Stammfunktion von
X

f(x) = (x* 4+ 2x) - e*. Wie lautet die Gesamtheit der Stammfunktionen?

Welchen Flicheninhalt schlieBt der Funktionsgraph von y = —0,25x% + 4 mit
der x-Achse ein?

Berechnen Sie die im Intervall —s/2 < x < /2 unter der Kosinuskurve lie-
gende Fliche.

Berechnen Sie die Fliche zwischen der Parabel y = —3 (x — 2)> + 5 und der
x-Achse.

Fiir den Zerfall einer radioaktiven Substanz gilt:
dn
= _
dt "

Dabei ist n die Anzahl der zur Zeit t noch vorhandenen Atomkerne, 4 > 0 die
sog. Zerfallskonstante. Wie lautet das Zerfallsgesetz n = n(t), wenn zur Zeit
t = 0 genau ny Atomkerne vorhanden sind?
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Zu Abschnitt 8

1) Losen Sie die folgenden Integrale unter Verwendung einer geeigneten Substitution:

a) J\/]‘f_‘i?dx b) J(5x+12)0’5dx

T
t
d) Jarcanzzdz e) Jcos3x'sinxdx
1 +z
0
dx . )
2) Jx-lnx h) ‘[x~s1n(x)dx
1 /2
. tdt J .
— k sin (3t — /4) dt
A= W [ sn e =74

2 -2 tan (z + 5)
. d — d.
m) Jx e X  n) J cos? (2 1 5) z

0,5

substitution x = sin u.

¢) J?/l—tdt
2x + 6

f —d

) Jx2—|—6x—12x

3x2 -2
. o3 -2
0 J2x3—4x+2x

1

5+ x
1 d
) JS—x *
~1
J\/4x2
X

2) Losen Sie das bestimmte Integral J x -V 1 — x? dx mit Hilfe der Variablen-
0

3) Welchen Flidcheninhalt schliefit die Kurve y = v 6 — 2x mit den beiden Koor-

dinatenachsen ein?

72—
4) Zeigen Sie, dass sich das Integral J lix dx mit Hilfe der Substitution

F/x

u =1+ /x losen lisst.

5) Losen Sie die folgenden Integrale durch ,.Partielle Integration:

a) |x-Inxdx b) Jx-cosxdx

5

c) Jlntdt

1

f) J arctan x dx



Ubungsaufgaben 563

0)

7)

8)

9)

10)

1)

Losen Sie die folgenden Integrale durch zweimalige partielle Integration:

a) Je"~cosxdx b) Jx2~e’xdx

Losen Sie die folgenden Integrale durch Partialbruchzerlegung des Integranden:

1 4x3
) xz—a2dx b) Jx3+2x2—x—2dx
3z 4x — 2
———— d d - d
2 = vy S Jx2—2x—63x
2 1
) Xt

x3 —6x2 4+ 9x

Berechnen Sie die zwischen den Kurven y = Inx, y = 0 und x = 5 liegende
Flache.

. o . . . x? — 4
Welchen Flicheninhalt schlie3t die Kurve mit der Funktionsgleichung y = 5
mit der x-Achse ein (Skizze)? r

Losen Sie die folgenden Integrale unter Verwendung einer geeigneten Integrations-
methode:

V1
a) Y i b) | cotxdx c) Jx-coshxdx
'x oJ
3 2 4
X x —
d inx - esos¥ g = 4 f d
) Jsmx e X e) (xzfl)(erl)x ) Jerl x
0
(In x)* 12x2 ,
g) dx h) m dx 1) x - arctan x dx
2
X
j Vxr—2xd k d
) J * ra ) x3—8x2+21x—18x

Zeigen Sie: Der Flidcheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen a und b betrigt
A =mab.
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T
12) Welchen Wert besitzt das Integral J sin (mx) - sin (nx) dx fiir
-7

a) m=n, b) m#n (m,n € N)?
Anleitung: Umformung des Integranden mit Hilfe der trigonometrischen Formel

sina - sin f = % <cos (o — B) — cos (a —i—ﬂ)).

2
I —e™™
13) Berechnen Sie das Integral J —— dx ndherungsweise
X
1
a) nach der Trapezformel,
b) nach der Simpsonschen Formel

fiir jeweils 10 (einfache) Streifen.
14) Berechnen Sie die folgenden Integrale ndherungsweise nach Simpson (n: Anzahl
der Doppelstreifen):

4 1

3
a)J I+ 2t%dr, n=10 b) J a v, =S
er —

0,5

Zu Abschnitt 9

1) Bestimmen Sie den Wert der folgenden (konvergenten) uneigentlichen Integrale:

00 00 2
a) J e “dx b) J x-e Ydx c) J e’ dx
0 0

— 00

2) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral J x? e ““dx (a > 0) konvergent
ist und den Wert 2/a” besitzt. o

3) Berechnen Sie den Flidcheninhalt, den die drei Kurven mit den Funktionsgleichun-
gen y = e, y = e b und y = 0 miteinander einschlieBen (a > 0; b > 0;
Skizze anfertigen).
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4)

Bestimmen Sie den Wert der folgenden uneigentlichen Integrale (falls sie existie-
ren):

Zu Abschnitt 10

)

2)

3)

4)

5)

6)

Bestimmen Sie das Weg-Zeit-Geserz s = s(t) und das Geschwindigkeit-Zeit-Ge-
setz v = v (t) eines Fahrzeugs fiir den Fall

a) einer konstanten Bremsverzogerung a = —2m/ s?,

b) einer periodischen Bremsverzogerung a = — (1 + cos (zs' - 1)) m/s?,
wenn in beiden Fillen die Anfangsbedingungen wie folgt lauten: s(0) = Om,
v(0) = 30m/s.

Die Bewegungsgleichung eines Federpendels laute: a(f) = —w? - cos (w1).
Gewinnen Sie hieraus durch [Integration die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion
v = v (t) und die Weg-Zeit-Funktion s = s(¢) fiir die Anfangswerte s(0) = 1
und v (0) = 0.

Die Biegegleichung eines Balkens der Linge /, der in den beiden Endpunkten
unterstiitzt wird, lautet bei gleichmdfiiger Streckenlast F wie folgt:

y' = — — (Ix — x?) 0 <x <

(E: Elastizitaitsmodul; [: Flichenmoment). Bestimmen Sie durch Integration die-
ser Gleichung die Biegelinie fiir die Randwerte y (0) = 0 und y’(I/2) = 0.

Die Fallgeschwindigkeit v eines aus der Ruhe heraus frei fallenden Korpers hingt
bei Berticksichtigung des Luftwiderstandes wie folgt von der Fallzeit ¢ ab:

v = vg - tanh <gt> (t > 0)

VE

(g: Erdbeschleunigung; vg: Endgeschwindigkeit). Bestimmen Sie durch Integra-
tion den Fallweg s als Funktion der Fallzeit ¢ (zu Beginn sei s(0) = 0).

Welche Fliche schlieBt die Kurve y = 4x (x> — 4) mit der x-Achse im Intervall
—4 < x < 4 ein?

Bestimmen Sie den Flicheninhalt zwischen den Parabeln y = x> — 2 und
y = —x% 4+ 2x + 2.
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7

8)

9)

10)

1)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

Berechnen Sie den Flicheninhalt zwischen der Parabel y = x> — 2x — 1 und
der Geraden y = 3x — 1.

Berechnen Sie die von den Kurven y = 2 - coshx — 2 und y = —x? + 3 ein-
geschlossene Fliche.

Hinweis: Bestimmung der Kurvenschnittpunkte ndherungsweise nach dem Newton-
schen Tangentenverfahren.

Berechnen Sie den Flicheninhalt zwischen dem Kreis (x — 2)2 +y> =4 und

der Parabel y = x2.

Zeigen Sie, dass das durch Rotation der Ellipse b>x> + a’y? = a?b? um die

v-Achse entstandene Rotationsellipsoid das Volumen V, = 4mwa’b /3 besitzt.

Welches Volumen besitzt der Drehkorper, der durch Rotation des von der Kurve
y = (x — 2)? - v/3x und der x-Achse berandeten Flichenstiicks um die x-Achse
entsteht?

Durch Rotation der Kurve y = /x um die y-Achse entsteht ein trichterformiger
Drehkorper. Bestimmen Sie sein Volumen, wenn er in der Hohe y = 5 abge-
schnitten wird.

Bestimmen Sie das Rotationsvolumen eines Korpers, der durch Drehung des Kur-
venstiicks y = Vx2 -9, 3 <x <5

a) um die x-Achse,

b) um die y-Achse

entsteht.

Welche Linge besitzt ein Drahtseil, das gemiB der Funktion y = 5 - cosh (x/5)
(Kettenlinie) durchhidngt, wenn beide Aufhidngepunkte die gleiche Hohe und einen
Abstand von 14,3 voneinander besitzen?

Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve y = 4,2 - Inx® im Intervall von x = 1
bis x = e.

3/2

Wie lang ist der Bogen des Funktionsgraphen von y = x tiber dem Intervall

1 <x <7457

Bestimmen Sie die Linge des Sinusbogens iiber dem Intervall [0, ].

Anleitung : Berechnung des Integrals nach der Simpsonschen Formel fiir n = 10
Doppelstreifen.

Berechnen Sie die Mantelfliiche, die durch Rotation der Kurve y = /x, 0 < x < 4
umdie y-Achse entsteht.
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19)

20)

21)

22)

23)

24)

Welche Rotationsflache (Mantelfldche) erzeugt die Kurve y = In Vx,1<x<3
bei Drehung um die x-Achse? (Nidherungsweise Berechnung des Integrals nach Simp-
son fiir n = 10 Doppelstreifen.)

Zeigen Sie: Durch Rotation des in

Bild V-98 skizzierten Kreisabschnittes y h
der Breite 4 um die x-Achse entsteht
eine Kugelschicht der Dicke h mit
der Mantelfliche M, = 2mrh. \
Bild V-98 —
‘ a r X

Welche Arbeit muss aufgebracht werden, um eine dem Hookeschen Gesetz geniigen-
de elastische Stahlfeder mit der Federkonstanten ¢ = 8,45 - 10°N /mum 17,3 cm
zusammenzudriicken?

Fiir eine adiabatische Zustandsidnderung eines idealen Gases gilt die Poissonsche

Gleichung p - VK = py - Vé‘ = constant. Berechnen Sie die Ausdehnungsarbeit
\4

W = J p (V) dV fiir ein solches Gas (Vy, Vy: Anfangs- bzw. Endvolumen).
Vo
Ein ideales Gas besitzt im Ausgangszustand das Volumen V; = 2,75m?® und

den Druck p; = 1250 N /m2. Es wird isotherm, d.h. unter Konstanthaltung der
Temperatur auf das Volumen V, = 0,76 m> komprimiert. Welche Arbeit wurde
dabei am Gas verrichtet?

Durch Rotation der Kurve y = v/ 1 m - x um die y-Achse entsteht ein trichterfor-
miger Behilter (vgl. hierzu auch Aufgabe 12). Er soll von einem Wasserreservoir
aus bis zu einer Hohe von 5 m gefiillt werden. Berechnen Sie die erforderliche
Mindestarbeit (Dichte des Wassers: ¢ = 1g/cm® = 1000 kg/m”>).

Anleitung: Der Wasserpegel im Trichter habe die Hohe y erreicht. Um den Pegel
geringfiigig um dy zu erhdhen, muss die Wassermenge dm aus dem Reservoir
(y = 0) indiese Hohe gebracht werden. Die dabei verrichtete Hubarbeit betriigt defi-
nitionsgemilB dW = (dm) gy (siehe hierzu Bild V-99).

y

m 7 dy

Bild V-99

><V
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25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

Berechnen Sie den linearen und den quadratischen Mittelwert der Sinusfunktion
im Intervall 0 < x < 7.

Ein Einweggleichrichter erzeuge den in Bild V-100 skizzierten Strom mit der Peri-
odendaver T = 2m/w. Berechnen Sie den linearen Mittelwert wihrend einer Pe-
riode (er wird als Gleichrichtwert bezeichnet).

i=ig-sin(wt)

/.

2T t

N[~ 1
N |

Bild V-100

In einem Wechselstromkreis erzeuge die Wechselspannung u (1) = u - sin (w1)
den Wechselstrom i(7) = ip - cos (wt). Berechnen Sie die mirtlere Leistung P
wihrend einer Periode T = 2m/w (linearer Mittelwert).

Hinweis: Fiir die momentane Leistung gilt definitionsgemiB p (1) = u (1) - i(1).

Berechnen Sie die Lage des Schwerpunktes der Fliche, die von den Parabeln mit

den Funktionsgleichungen y = —x? und y = x> — 4 eingeschlossen wird.

Bestimmen Sie den Fldchenschwerpunkt A
der in Bild V-101 skizzierten Figur y

(Quadrat mit aufgesetztem Halbkreis). /\

<

2a

Bild V-101

Wo liegt der Schwerpunkt einer homogenen Viertelkreisfliche (Radius R)?

Bestimmen Sie den Schwerpunkt der Flidche, die von der Geraden y = x + 2 und
der Parabel y = x> — 4 berandet wird.

Durch Rotation der Kurve y = y/cosx, 0 < x < 7/2 um die x-Achse entsteht
ein Drehkorper. Wo befindet sich der Schwerpunkt des Korpers?
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33)

34)

35)

36)

37)

Fiir den durch Drehung des im 1. Quadranten gelegenen Teils der Ellipse mit der

Gleichung b2>x% 4+ a’y? = a’b? um die y-Achse entstandenen Rotationskorper
ist der Schwerpunkt zu bestimmen.

Wo liegt der Schwerpunkt des Rotationskorpers, der durch Drehung der Kurve
y=1Inx, 1 < x < e um die x-Achse entsteht?

Berechnen Sie das Massentriagheitsmoment eines homogenen Rotationsellipsoids,
das durch Drehung der Ellipse b%x? + a’y? = a*b* um die y-Achse entsteht
(Dichte o).

Fiir einen homogenen geraden Kreiskegel (Radius R, Hohe H, Dichte ) ist das
auf die Symmetrieachse bezogene Massentrigheitsmoment zu berechnen.

Berechnen Sie unter Verwendung des Satzes von Steiner das Massentrigheits-
moment eines homogenen Vollzylinders beziiglich einer Mantellinie (Zylinderhohe
H, Grundkreisradius R, Dichte 0).
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