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  Einleitung


  In diesem E-Buch werden Auszüge der auf dem Titelblatt angegebenen Buchausgabe in digitalisierter Form wiedergegeben. Neben der vollständigen Wiedergabe des 1. Bandes der Elemente wurden auch die vom Übersetzer eingefügten Erklärungen vollständig übernommen, obwohl nicht alle erläuterten Symbole im 1. Band vorkommen.


  Die Einleitung des Übersetzers dagegen hab weggelassen, denn es gibt inzwischen eine Vielzahl von aktueller Literatur, um sich in das Thema einzulesen. In diesem Zusammenhang kann ich einen Aufsatz von Norbert Froese ›Euklid und die Elemente‹ nur empfehlen.


  Der vorhandene Auszug ist vollkommen ausreichend, um Euklids Vorgehen bei der Beweisführung anhand des Quelltextes zu demonstrieren: Für einen Beweis darf nur verwendet werden, was vorher bereits bewiesen wurde oder als Axiom ganz zu Anfang festgelegt wurde. Die Einführung dieser Genauigkeit des Denkens ist es, die das Werk über 2000 Jahre lang ›in den Charts‹ hielt.


  Technisches


  Dieses E-Buch verwendet eine eingebettete Schrift. Wenn sie hier


  e


  anstelle eines Dreiecks den kleinen Buchstaben ›e‹ sehen, dann wird dies von Ihrem Lesegerät nicht unterstützt.


  Weiterhin wird die Nutzung eines Lesegeräts empfohlen, das Hyperlinks adäquat unterstützt und über eine Rücksprungoption verfügt.


  Erklärung


  der zur Abkürzung gebrauchten Zeichen.


  
    
      	A=B

      	die Grösse A ist der Grösse B gleich.
    


    
      	A=B=C

      	alle drey Grössen, A, B, C, sind einander gleich.
    


    
      	A>B

      	die A ist grösser als die B.
    


    
      	B<A

      	die B ist kleiner als die A.
    


    
      	AaB

      	die A ist entweder grösser, oder eben so groß, oder kleiner, als die B.
    


    
      	WieAaB,

      so ist auch CaD

      	wenn A=B, so ist auch C=D,

      wenn A>B, so ist auch C>D,

      wenn A<B, so ist auch C<D.
    


    
      	AcB

      	die A ist der B änlich.
    


    
      	AbE

      	die A ist der B gleich und änlich.
    


    
      	A+B

      	zu A ist B hinzugesetzt.
    


    
      	A−B

      	von A ist B weggenommen.
    


    
      	ABC

      	der Winkel ABC, dessen Spitze B.
    


    
      	eABC

      	der Triangel ABC.
    


    
      	dAB

      	das Quadrat der geraden Linie AB.
    


    
      	Rect. ABBC

      	das Rectangel, aus den beyden Linien AB, BC.
    


    
      	Rect. A, B

      	das Rectangel aus den beyden Linien A, B.
    


    
      	A:B

      	die Verhältniß der A zu B.
    


    
      	A:B=C:D

      	die A verhält sich zu B, wie C zu D.
    


    
      	(A:B)2

      	die zwiefach höhere Verhältnis der A zu B.
    


    
      	(A:B)3

      	die dreyfach höhere Verhältnis der A zu B.
    


    
      	A·B

      	das Product aus den Zahlen A, B.
    


    
      	A2

      	die Quadratzahl von A.
    


    
      	A3

      	die Kubikzahl von A.
    


    
      	AgB

      	die Flächen A, B, sind commensurabel; oder die geraden Linien, A, B, sind in Länge commensurabel.
    


    
      	AfB

      	die Flächen A, B, sind incommensurabel; oder die geraden Linien A, B, sind in Länge incommensurabel.
    


    
      	AiB

      	die geraden Linien A, B, sind nur in Quadrat commensurabel.
    


    
      	AhB

      	die geraden Linien A, B, sind in Quadrat incommensurabel.
    

  


  

  Euklids Elemente

  

  Erstes Buch.


  Definitionen.


  
    	Ein Punkt ist, was keine Theile hat.


    	Eine Linie ist eine Länge ohne Breite.


    	Enden einer Linie sind Punkte.


    	Eine gerade Linie ist, welche den auf ihr befindlichen Punkten gleichförmig liegt.


    	Eine Fläche ist, was nur Länge und Breite hat.


    	Enden einer Fläche sind Linien.


    	Eine ebne Fläche, (Ebne) ist, welche den auf ihr befindlichen geraden Linien gleichförmig liegt.


    	2Ein ebner Winkel ist die Neigung zweier Linien gegen einander, wenn solche in einer Ebne einander berühren, ohne in Einer geraden Linie zu liegen.


    	Sind die Linien, welche den Winkel einschliessen, gerade; so heißt derselbe ein gradlinicher Winkel.


    	Steht eine gerade Linie auf einer andern so, daß die Nebenwinkel gleich sind; so heißt sie senkrecht, (perpendikular) ans der andern, und jeder der beyden gleichen Winkel heißt ein rechter.


    	Ein stumpfer Winkel heißt, der grösser als ein rechter;


    	Ein spitzer aber, der kleiner als ein rechter ist.


    	Grenze heißt, was das Ende eines Dinges ist;


    	Figur, was von einer, oder mehrern Grenzen, eingeschlossen wird.


    	Ein Cirkel ist eine ebne Figur, von einer einigen Linie, Peripherie genannt, so eingeschlossen, daß die geraden Linien, welche bis zu derselben, aus Einem innerhalb der Figur befindlichen Punkte, gezogen werden, alle einander gleich sind;


    	Dieser Punkt heißt des Cirkels Mittelpunkt, (Centrum.)


    	Des Cirkels Durchmesser, (Diameter) ist jede gerade Linie, welche durch den Mittelpunkt gehet und an beyden Seiten von der Peripherie begrenzt wird; welche auch den Cirkel halbiret.


    	Ein Halbcirkel ist eine Figur, welche vom Durchmesser und dem durch ihn abgeschnittnen Cirkelbogen, oder Theil der Peripherie, eingechlossen wird.


    	Ein Cirkelabschnitt (Segment) ist, so von einer geraden Linie und dem Cirkelbogen eingeschlossen wird.


    	Geradliniche Figuren sind, die von geraden Linien eingeschlossen werden; und zwar


    	dreyseitige (Triangel) die, so von dreyen,


    	vierseitige, welche von vieren,


    	vielseitige (Polygone) die von mehr als vier geraden Linien eingeschlossen werden.


    	Unter den Triangeln heißt derjenige gleichseitig, welcher drey gleiche Seiten hat,


    	3gleichschenklich aber, welcher nur zwey gleiche Seiten hat,


    	ungleichseitig, welcher drey ungleiche Seiten hat.


    	Ferner heißt unter den Triangeln derjenige rechtwinklich, welcher Einen rechten Winkel hat,


    	stumpfwinklich, welcher Einen stumpfen Winkel hat,


    	spitzwinklich, welcher drey spitze Winkel hat.


    	Unter den vierseitigen Figuren heißt diejenige ein Quadrat, welche gleichseitig und rechtwinklich ist,


    	Ein Oblongum, welche zwar rechtwinklich, aber nicht gleichseitig ist,


    	Ein Rhombus, welche zwar gleichseitig, aber nicht rechtwinklich ist,


    	Ein Rhomboides, deren Gegenseiten und Gegenwinkel gleichs sind, die aber weder gleichseitig noch rechtwinklich ist.


    	Jede andre vierseitige Figur heisse Trapezium.


    	Parallel sind gerade Linien in Einer Ebne, die, so weit man sie auch an beyden Seiten verlängern mag, doch an keiner Seite zusammentreffen.

  


  Postulate.


  
    	Man fodre, von jedem Punkte nach jedem andern eine gerade Linie zu ziehen,


    	desgleichen, eine begrenzte gerade Linie stetig in gleicher Richtung zu verlängern,


    	desgleichen aus jedem Punkte in jedem Abstande einen Cirkel zu beschreiben.

  


  Axiome.


  
    	Zwey Dinge, so Einem Dritten gleich, sind selbst einander gleich.


    	Wenn zu Gleichem Gleiches hinzukommt, so sind auch die Aggregate gleich.


    	4Wenn von Gleichem Gleiches weggenommen wird, so sind auch die Reste gleich.


    	Wenn zu ungleichen Gleiches hinzukommt, so sind die Aggregate ungleich.


    	Wenn von Ungleichen Gleiches weggenommen wird, so sind die Reste ungleich.


    	Zwey Dinge, deren jedes das Doppelte von Einem Dritten, sind einander gleich.


    	Zwey Dinge, deren jedes die Hälfte von Einem Dritten sind einander gleich.


    	Dinge, die einander decken, sind einander gleich.


    	Das Ganze ist grösser als sein Theil.


    	Alle rechte Winkel sind einander gleich.


    	Zwey gerade Linien, die von einer dritten geschnitten werden, so daß die beiden innern an einerley Seite liegenden Winkel zusammen kleiner als zwey rechte sind, treffen genugsam verlängert an eben der Seite zusammen.


    	Zwey gerade Linien schliessen keinen Raum ein.

  


  Der 1. Satz.


  Auf einer gegebnen begrenzten geraden Linie, AB, einen gleichseitigen Triangel zu beschreiben.


  [image: Satz1]Aus dem Punkte A beschreibe (3. Post.) mir AB den Cirkel BCD, und aus dem Punkte B mit BA den Cirkel ACE. Vom Punkte C, in dem sich beyde Cirkel schneiden, ziehe (1. Post.) nach A, B, die geraden Linien CA, CB.


  Da (15. Def.) AC=AB und BC=BA, so ist (1. Ax.) AC=BC. Demnach ist AC=AB=BC, folglich (24. Def.) der aus AB beschriebne eCAB gleichseitig.


  Der 2. Satz.


  An einen gegebnen Punkt, A, eine der gegebnen, BC, gleiche gerade Linie, zu legen.


  [image: Satz2]Ziehe von A nach B die gerade Linie, AB. Auf dieser beschreibe (1. S.) den gleichseitigen Triangel DAB. Verlängre (2. Post.) die Schenkel DA, DB, nach E, F. Aus B beschreibe mit BC den Cirkel CGH, und aus D mit DG den Cirkel GKL.


  Da (15. Def.) DL=DG, und (24. Def.) DA=DB, so ist (3. Ax.) AL=BG. Nun ist (15. Def.) BC=BG. Folglich (1. Ax.) AL=BC.


  Der 3. Satz.


  Es sind zwey ungleiche gerade Linien AB, C, gegeben; man soll von der grössern, AB, eine der kleinern C, gleiche Linie wegnehmen.


  [image: Satz3]An A lege (2. S.) AD=C, und beschreibe aus A mit AD den Cirkel DEF.


  Da AD=C, und (15. Def.) AD=AE, so ist (1. Ax.) die von AB weggenommene Linie AE=C.


  Der 4. Satz.


  Wenn in zweyen Triangeln, ABC, DEF, zwey Seiten, AB, AC, zweyen Seiten, DE, DF, gleich sind, (die eine, AB, nämlich der einen DE, und die andre, AC, der andern, DF); und ein Winkel, BAC, einem Winkel, EDF, gleich ist, der nämlich, den die gleichen Seiten einschliessen; so ist auch die dritte Seite BC, der dritten, EF, gleich, auch sind die Triangel, ABC, DEF, selbst einander gleich, und von den übrigen Winkeln sind die, so gleichen Seiten gegen über liegen, ABC, DEF; ACB, DFE, ebenfals einander gleich.


  [image: Satz4]Bringe den Triangel ABC über den Triangel DEF und lege A auf D und AB auf DE. Da AB=DE, so fällt B auf E. Da BAC=EDF, so fällt AC auf DF. Da AC=DF, so fällt C auf F. Nun fällt nach Obigem auch B auf E. Folglich fällt BC auf EF. (Denn solte BC über oder unter EF fallen, so würden BC, EF, einen Raum einschliessen, welches (12. Ax.) unmöglich ist.) Folglich ist (8. Ax.) BC=EF; eABC=eDEF; ABC=DEF; ACB=DFE.


  Der 5. Satz.


  In jedem gleichschenklichen Triangel, ABC, sind die Winkel an der Grundlinie, ABC, ACB, einander gleich; auch sind, wenn man die Schenkel AB, AC, verlängert, die Winkel unter der Grundlinie, DBC, ECB, einander gleich.


  [image: Satz5]Auf BD nimm willkührlich einen Punkt F. Von AE nimm (3. S.) AG=AF, und ziehe FC, GB.


  In den eACF, ABG, ist AF=AG und AC=AB, auch der Winkel bey A beyden gemein, folglich ist (4. S.) FC=GB, ACF=ABG, AFC=AGB. Nun ist AF=AG, AB=AC, und daher (3. Ax.) BF=CG. Demnach, (in den eFBC, GCB,) ist BF=CG, FC=GB, AFC=AGB, folglich (4. S.) BCF=CBG und FBC=GCB, das ist, die Winkel unter der Grundlinie sind gleich.


  Da ABG=ACF und CBG=BCF, so ist (3. Ax.) ABC=ACB, das ist, die Winkel an der Grundlinie sind gleich.


  Der 6. Satz.


  Wenn in einem Triangel, ABC, zwei Winkel, ABC, ACB, einander gleich sind: so sind auch die Gegenseiten solcher Winkel, AC, AB, einander gleich.


  [image: Satz6]Wären AC, AB, ungleich, so wär eine davon grösser, etwa AB. Es sey daher (3. S.) BD=AC. Ziehe DC.


  In den Triangeln ABC , DBC, wär demnach BD=CA, BC beyden gemein und DBC=ACB, folglich (4. S.) eDBC=eABC, welches (9. Ax.) unmöglich.


  Der 7. Satz.


  Wenn auf einer geraden Linie, AB, in ihren Endpunkten A, B, zwey gerade Linien, AC, BC, aufgestellet sind, daß sie in einem Punkte, C, zusammen treffen; und zwey andre gerade Linien, welche den erstern gleich sind, (die eine nämlich der einen, AC, die andre der andern, BC,) in eben denselben Endpunkten, A, B, aufgestellet werden: so können dieselben in keinem andern Punkte an eben derselben Seite zusammentreffen.


  [image: Satz7]Gesetzt, sie könnten in einem andern Punkte, D, zusammen treffen, daß AD=AC und BD=BC, wäre, so ziehe CD.


  Da AC=AD, so ist (5. S.) ADC=DCA, folglich ADC>DCB, folglich noch mehr CDB>DCB. Nun ist CB=DB, und daher (5. S.) CDB=DCB, welches jenem, CDB>DCB, offenbar wiederspricht.


  Der 8. Satz.


  Wenn in zweyen Triangeln, ABC, DEF, zwey Seiten, AB, AC, zweyen Seiten, DE, DF, gleich sind, (die eine, AB, nämlich der einen DE, die andre, AC, der andern, DF,) und die dritte Seite, BC, der dritten, EF, gleich ist: so ist auch ein Winkel, BAC, einem Winkel, EDF, gleich, der nämlich, welchen die gleichen Seiten einschliessen.


  [image: Satz8]Bringe den Triangel ABC über den eDEF und lege B auf E und BC auf EF.


  Da BC=EF, so fällt C auf F. Nun ist BA=ED und CA=FD. Folglich fälle (7. S.) A auf D, und daher BA auf ED und CA auf FD, folglich ist (8. Ax.) BAC=EDF.


  Der 9. Satz.


  Einen gegebnen geradlinichen Winkel, BAC, zu halbiren.


  [image: Satz9]Auf AB nimm willkührlich den Punkt D. Von AC nimm (3. S.) AE=AD. Ziehe DE, und beschreibe (1. S.) auf derselben den gleichseitigen eDEF. Ziehe AF, so halbirt diese den Winkel bey A, weil DA=AE, auch AF beyden Triangeln gemein und DF=FE; folglich (8. S.) DAF=EAF.


  Der 10. Satz.


  Eine gegebne begrenzte gerade Linie, AB, zu halbiren.


  [image: Satz10]Auf AB beschreibe (1. S.) den gleich seitigen eABC. Halbiret (9. S.) den Winkel ACB durch CD, so wird die AB in D halbiret, weil AC=CB und CD beyden Triangeln gemein, auch ACD=BCD, folglich (4. S.) AD=DB.


  Der 11. Satz.


  Auf einer gegebnen geraden Linie, AB, in einem aus ihr gegebnen Punkte, C, einen Perpendikel aufzurichten.


  [image: Satz11]Aus AC nimm willkührlich einen Punkt, D. Von CB nimm (3. S.) CE=CD. Auf DE beschreibe (1. S.) den gleichseitigen eFDE und ziehe FC, so ist diese senkrecht auf AB im Punkte C; weil CD=CE, und CF beyden Triangeln gemein, auch DF=EF, folglich (8. S.) DCF=FCE, folglich (10. Def.) FC senkrecht auf AB.


  Der 12. Satz.


  Auf eine gegebne unbegrenzte gerade Linie, AB, von einem ausserhalb derselben gegebnen Punkte, C, einen Perpendikel zu fällen.


  [image: Satz12]Nimm an der andern Seite von AB willkührlich einen Punkt, D, beschreibe aus C mit CD, den Cirkel EFG, halbire (10. S.) GE in H und ziehe CH, so ist diese senkrecht auf AB.


  Ziehe CG, CE, so ist, weil GH=HE, CH gemeinschaftlich und (15. Def.) GC=CE, (8. S.) GHC=CHE , folglich (10. Def.) CH senkrecht auf AB.


  Der 13. Satz.


  Ist eine gerade Linie, AB, auf einer andern, CD, ausgestellt: so sind die Winkel, die sie macht, was für welche es auch sind, CBA, ABD, entweder zwey rechte, oder zweyen rechten gleich.


  [image: Satz13]Sind diese Winkel, CBA, ABD, einander gleich, so sind sie (10. Def.) zwey rechte; sind sie aber ungleich, so mache (11. S.) BE aus CD in B senkrecht, folglich sind (10. Def.) CBE, EBD, zwey rechte Winkel.


  Da CBE=CBA+ABE, so ist, wenn EBD hinzukommt, (2. Ax.) CBE+EBD= CBA+ABE+EBD. Eben so, weil ABD= DBE+EBA, ist ABD+CBA= DBE+EBA+CBA. Folglich ist (1. Ax.) ABD+CBA= CBE+EBD das ist = 2R.


  Der 14. Satz.


  Wenn mit einer geraden Linie AB, in Einem Punkte derselben, B, zwey andre nicht an Einer Seite befindliche gerade Linien, BC, BD, Nebenwinkel ABC, ABD, machen, die zweyen rechten gleich sind: so liegen solche nach Einer geraden Linie, CBD, an einander.


  [image: Satz14]Wäre CBD keine gerade Linie, so sey es irgend eine andre welche man will, etwa, CBE, folglich ist (13. S.) ABC+ABE=2R. Nun ist auch angenommen ABC+ABD=2R. Folglich ist (1. Ax.) ABC+ABE= ABC+ABD, folglich, wenn man ABC wegnimmt, (3. Ax.) ABE=ABD, welches (9. Ax.) unmöglich.


  Der 15. Satz.


  Zwey gerade Linien, AB, CD, die einander schneiden, machen gleiche Scheitelwinkel, CEA, DEB; CEB, AED.


  [image: Satz15]Da (13. S.) CEA+AED=2R, und AED+DEB=2R, so ist (1. Ax.) CEA+AED= AED+DEB, folglich wenn man AED wegnimmt, (3. Ax.) CEA=DEB. Eben so wird bewiesen, daß CEB=AED.


  Zusatz.


  Hieraus erhellet, wenn gerade Linien, so viel ihrer sind, einander in Einem Punkte schneiden, daß alle Winkel an solchem Durchschnittspunkte vier rechten gleich sind.


  Der 16. Satz.


  Bey jedem Triangel, ABC, ist, wenn man eine seiner Seiten, BC, verlängert, der Aussenwinkel, ACD, grösser, als jeder seiner innern Gegenwinkel, CBA, BAC.


  [image: Satz16]Halbire (10. S.) AC in E, ziehe BE, und verlängre sie, bis EF=EB. Ziehe FC.


  Da BE=EF, AE=EC, und (15. S.) AEB=FEC, so ist (4. S.) BAE=ECF. Nun ist (9. Ax.) ACD>ECF. Folglich ist ACD>BAE.


  Eben so wird auch BC halbiret und bewiesen, daß BCG, das ist, (15. S.) ACD>CBA.


  Der 17. Satz.


  In jedem Triangel, ABC, sind jegliche zwei Winkel zusammen kleiner als zwey rechte.


  [image: Satz17]Verlängre BC nach D, so ist (16. S.) ACD>ABC oder ABC<ACD, folglich (4. Ax.) ABC+ACB< ACD+ACB.12 Nun ist (13. S.) ACD+ACB=2R. Folglich ABC+ACB<2R. Eben so wird dieses von BAC+ACB und von CAB+ABC, bewiesen.


  Der 18. Satz.


  In jedem Triangel, ABC, liegt der größern Seite, AC, auch der grössere Winkel, ABC, gegenüber.


  [image: Satz18]Da AC>AB, so mache (3. S.) AD=AB und ziehe BD, so ist (5. S.) ADB=ABD. Nun ist (16. S.) ADB>ACB. Folglich ist auch ABD und also noch mehr ABC>ACB.


  Der 19. Satz.


  In jedem Triangel, ABC, liegt dem grössern Winkel, ABC, auch die grössere Seite, AC, gegenüber.


  [image: Satz19]Wäre nicht AC>AB, so müßte man annehmen entweder AC=AB oder AC<AB. Im ersten Fall wär (5. S.) ABC=ACB, im zweiten, (18. S.) ABC<ACB, welches beydes dem angenommenen, ABC>ACB, offenbar wiederspricht.


  Der 20. Satz.


  In jedem Triangel, ABC, sind jegliche zwey Seiten zusammen grösser als die dritte.


  [image: Satz20]Verlängre BA nach D, mache AD=AC und ziehe DC. Da AD=AC, so ist (5. S.) ACD=ADC, folglich BCD>ADC, folglich (19. S.) BD, das ist BA+AC>BC. Eben so wird bewiesen, daß AB+BC>AC und daß BC+CA>AB.


  Der 21. Satz.


  Wenn in einem Triangel, ABC, auf einer seiner Seiten, BC, in ihren Endpunkten, B, C, zwey gerade Linien BD, CD, aufgestellet werden, welche innerhalb zusammentreffen: so sind solche kleiner als die beyden übrigen Seiten des Triangels, AB, AC, schliessen aber einen grössern Winkel, BDC, ein.


  [image: Satz21]Verlängre BD bis E, so ist im eABE (20. S.) BA+AE>BE, folglich, wenn EC hinzukommt, BA+AC> BE+EC. Nun ist im eCDE (20. S.) CE+ED>CD, und daher, wenn DB hinzukommt, CE+EB> CD+DB. Folglich ist noch vielmehr BA+AC> CD+DB.


  Da (16. S.) BDC>BEC und BEC>BAC, so ist noch vielmehr BDC>BAC.


  Der 22. Satz.


  Aus dreyen geraden Linien, welche dreyen andern gegebnen, A, B, C, gleich, so daß jegliche zwey zusammen grösser als die dritte sind, einen Triangel zu machen.


  [image: Satz22]Ziehe eine gerade Linie, DE, welche in D begrenzt, nach E zu aber unbegrenzt sey. Mache DF=A, FG=B, GH=C. Aus F beschreibe mit FD den Cirkel DKL, und aus G mit GH den Cirkel KLH. Ziehe KF, KG, so ist eKFG der verlangte.


  Da (15. Def.) FD=FK und GH=GK, aber FD=A und GH=C, so ist (1. Ax.) FK=A und KG=C. Nun war auch FG=B. Demnach sind die Seiten des eKFG den gegebnen Linien A, B, C, gleich.


  Der 23. Satz.


  Auf eine gegebne gerade Linie, AB. an einen auf ihr gegebnen Punkt, A, einen dem gegebenen, DCE, gleichen geradlinichen Winkel zu setzen.


  [image: Satz23]Auf CD sowohl als CE nimm willkührlich einen Punkt, D, E, und ziehe DE. Mache (22. S.) den Triangel, AFG, so daß AF=CD, AG=CE, FG=DE, so ist (8. S.) FAG=DCE.


  Der 24. Satz.


  Wenn in zweyen Triangeln, ABC, DEF, zwey Seiten AB, AC, zweyen Seiten, DE, DF, gleich sind, (die eine AB, nämlich der einen DE, die andre AC, der andern DF); ein Winkel, BAC, aber grösser ist als ein Winkel, EDF, der nämlich welchen die gleichen Seiten einschliessen: so ist auch die dritte Seite, BC, grösser als die dritte, EF.


  [image: Satz24]Da BAC>EDF, so mache (23. S.) EDG=BAC, auch DG=AC=DF, « und ziehe GE, GF.


  Da AB=DE, AC=DG und BAC=EDG, so ist (4. S.) BC=EG. Nun ist DG=DF und daher (5. S.) DFG=DGF. Folglich DFG>EGF, folglich noch vielmehr EFG>EGF, folglich (19. S.) EG, das ist BC>EF.


  Der 25. Satz.


  Wenn in zweyen Triangeln, ABC, DEF, zwey Seiten, AB, AC, zweyen Seiten, DE, DF, gleich sind, (die eine AB nämlich der einen DE, und die andre AC, des andern, DF); die dritte Seite, BC, aber grösser ist als die dritte, EF: so ist auch ein Winkel, BAC, grösser als ein Winkel, EDF, der nämlich, den die gleichen Seiten einschliessen.


  [image: Satz25]Wäre nicht BAC>EDF, so wäre entweder BAC=EDF, oder BAC<EDF, folglich im ersten Fall (4. S.) BC=EF; im zweyten (24. S.) BC<EF, welches beydes dem angenommnen, BC>EF, wiederspricht.


  Der 26. Satz.


  Wenn in zweyen Triangeln, ABC, DEF, zwey Winkel, ABC, BCA, zweyen Winkeln, DEF, EFD, gleich sind, (der eine, ABC, nämlich dem einen, DEF, und der andre BCA, dem andern EFD,) und eine Seite einer Seite gleich ist; sie mag nun an den gleichen Winkeln, oder einem derselben gegenüberliegen: so sind auch die beyden übrigen Seiten den beyden übrigen, auch der dritte Winkel BAC, dem dritten EDF, gleich.


  Erster Fall.


  [image: Satz26]Wenn die an den gleichen Winkeln liegenden Seiten, BC, EF, einander gleich sind: so ist


  1.) AB=DE. Denn wären AB, DE, nicht gleich, so müste eine davon, etwa AB, grösser seyn. Es sey daher BG=ED. Ziehe GC. Da BG=ED, BC=EF, GBC=DEF, so ist (4. S.) BCG=EFD. Nun war angenommen BCA=EFD. Folglich wäre BCA=BCG, welches (9. Ax.) unmöglich.


  2.) Da AB=DE, BC=EF, ABC=DEF, so ist (4. S.) AC=DF, und BAC=EDF.


  Zweyter Fall.


  Wenn die, einem der gleichen Winkel gegenüberliegenden, Seiten, AB, DE, einander gleich sind: so ist


  1.) BC=EF. Denn wären BC, EF, nicht gleich, so müste eine davon, etwa BC, grösser seyn. Es sey daher BH=EF. Ziehe AH. Da BH=EF, AB=DE, ABC=DEF,16 so ist (4. S.) BHA=EFD. Nun war angenommen BCA=EFD. Folglich wäre BHA=BCA, welches (16. S.) unmöglich.


  2.) Da BC=EF, AB=DE, ABC=DEF, so ist (4. S.) AC=DF, und BAC=EDF.


  Der 27. Satz.


  Zwey gerade Linien, AB, CD, mit denen eine dritte schneidende, EF, gleiche Wechselwinkel, AEF, EFD, macht, sind parallel.


  [image: Satz27]Wären AB, CD, nicht parallel, so würden sie genugsam verlängert an irgend einer Seite zusammentreffen. Gesetzt es geschähe dies in G. Folglich wär im eEFG (16. S.) AEF>EFD, welches dem angenommnen AEF=EFD wiederspricht.


  Der 28. Satz.


  Zwey gerade Linien, AB, CD, mit denen eine dritte schneidende, EF, den Aussenwinkel, EGB, dem ihm an derselben Seite gegenüberliegenden innern Winkel GHD, oder die beyden an einerley Seite liegenden innern Winkel, BGH, GHD, zweyen rechten gleich macht, sind parallel.


  Erster Theil.


  [image: Satz28]Da EGB=GHD und (15. S.) EGB=AGH, so ist (1. Ax.) AGH=GHD, folglich (27. S.) AB, CD, parallel.


  Zweyter Theil.


  Da BGH+GHD=2R. und (13. S.) AGH+BGH=2R, so ist (1. Ax.) BGH+GHD=AGH+BGH, folglich, wenn man BGH wegnimmt, (3. Ax.) AGH=GHD, folglich (27. S.) AB, CD, parallel.


  Der 29. Satz.


  Wenn zwey gerade Linien, AB, CD, parallel sind: so macht eine dritte schneidende, EF, mit ihnen die Wechselwinkel, AGH, GHD, einander; desgleichen den Aussenwinkel, EGB, dem ihm an derselben Seite gegenüberliegenden innern Winkel, GHD; ferner die beyden an einerley Seite liegenden innern Winkel, BGH, GHD, zweyen rechten, gleich.


  Erster Theil.


  [image: Satz29]Wären AGH, GHD, nicht gleich, so müste einer davon, etwa AGH, grösser seyn, folglich, wenn BGH hinzukommt, ist (4. Ax.) AGH+BGH> GHD+BGH. Nun ist (13. S.) AGH+BGH=2R. Folglich GHD=BGH<2R, folglich müsten (11. Ax.) AB, CD, an dieser Seite verlängert zusammentreffen und wären (35. Def.) nicht parallel, gegen das Angenommene.


  Zweyter Theil.


  Da AGH=GHD und (15. S.) AGH=EGB, so ist (1. Ax.) EGB=GHD.


  Dritter Theil.


  Da EGB=GHD, so ist, wenn BGH hinzukommt, (2. Ax.) EGB+BGH=GHD+BGH. Nun ist (13. S.) EGB+BGH=2R. Folglich ist (1. Ax.) GHD+BGH=2R.


  Der 30. Satz.


  Zwey gerade Linien, AB, CD, welche Einer dritten, EF, parallel sind einander selbst parallel.


  [image: Satz30]Es schneide sie die gerade Linie, GK. Da AB, EF, parallel, so ist (29. S.) AGH=GHF. Nun ist, weil EF, CD, parallel, (29. S.) GHF=GKD. Folglich ist (1. Ax.) AGH=GKD, folglich (27. S.) AB, CD, parallel.


  Der 31. Satz.


  Durch einen gegebnen Punkt, A, eine gerade Linie einer gegebnen, BC, parallel zu ziehen.


  [image: Satz31]Auf BC nimm willkührlich einen Punkt D, ziehe DA, mache (23. S.) DAE = ADC, und verlängre EA nach F, so ist (27. S.) EF der BC parallel.


  Der 32. Satz.


  In jedem Triangel, ABC, ist, wenn man eine seyner Seiten, BC, verlängert, der Aussenwinkel, ACD, den beyden ihm gegenüberliegenden innern Winkeln, CAB, ABC, gleich. Auch sind die drey innern Winkel eines Triangels, ABC, BCA, CAB, zweyen rechten gleich.


  Erster Theil.


  [image: Satz32]Durch C ziehe (31. S.) der AB die CE parallel, so ist (29. S.) BAC=ACE, (wenn AC die schneidende Linie) und ABC=ECD, (wenn BD die schneidende Linie) folglich ist (2. Ax.) BAC+ABC=ACD.


  Zweyter Theil.


  Da BAC+ABC=ACD, so ist, wenn ACB hinzukommt (2. Ax.) BAC+ABC+ACB=ACD+ACB. Nun ist (13. S.) ACD+ACB=2R. Folglich (1. Ax.) auch BAC+ABC+ACB=2R.


  Der 33. Satz.


  Wenn zwey gerade Linien, AB, CD, gleich und parallel sind: so sind die geraden Linien, AC, BD, durch welche man ihre Endpunkte an einerley Seite verbindet, auch gleich und parallel.


  [image: Satz33]Ziehe BC, so ist, weil AB, CD, parallel, (29. S.) ABC=BCD, folglich, weil AB=CD und BC gemein, (4. S.) AC=BD, auch ACB=CBD und daher (27. S.) AC, BD, auch parallel.


  Der 34. Satz.


  In jedem Parallelogramm, ACDB, sind die Gegenseiten und Gegenwinkel einander gleich. Auch wird dasselbe von der Diagonale, BC, halbirt.


  Erster Theil.


  [image: Satz34]Da AB, CD, und so auch AC, BD, parallel, so ist (29. S.) ABC=BCD und ACB=CBD. Nun ist BC gemein. Folglich (26. S.) AB=CD, AC=BD, BAC=BDC. Auch ist, weil ABC=BCD und CBD=ACB, (2. Ax.) ABC+CBD=BCD+ACB, das ist, ABD=ACD.


  Zweyter Theil.


  Da AB=CD, und BC gemein, auch ABC=BCD, so ist (4. S.) eABC=eCBD.


  Der 35. Satz.


  Parallelogramme, ABCD, EBCF, auf einerley Grundlinie, BC, und in einerley Parallelen, AF, BC, sind einander gleich.


  [image: Satz35]Da (34. S.) BC=AD und BC=EF, so ist (1. Ax.) AD=EF, folglich, wenn DE hinzukommt (2. Ax.) AE=DF. Nun ist auch (34. S.) AB=DC und (29. S.) FAB=FDC. Folglich ist (4. S.) eABE= eCDF, folglich, wenn eEDG hinwegkommt, (3. Ax.) das Trapezium ABGD=EGCF, folglich, wenn eGBC hinzukommt, (2. Ax.) das Parallelogramm ABCD=EBCF.


  Der 36. Satz.


  Parallelogramme, ABCD, EFGH, auf gleichen Grundlinien, BC, FG, und in einerley Parallelen, AH, BG, sind einander gleich.


  [image: Satz36]Ziehe BE, CH. Da BC=FG und (34. S.) FG=EH, so ist (1. Ax.) BC=EH. Nun sind BC, EH, auch parallel, folglich sind (33. S.) EB, CH, gleich und parallel. Folglich ist EBCH ein Parallelogramm, folglich (35. S.) ABCD=EBCH und EFGH=EBCH, folglich (1. Ax.) ABCD = EFGH.


  Der 37. Satz.


  Triangel, ABC, DBC, auf einerley Grundlinie, BC, und in einerley Parallelen, AD, BC, sind einander gleich.


  [image: Satz37]Verlängre AD an beyden Seiten und ziehe (31. S.) durch B der AC die BE und durch C der BD die CF parallel: so sind EBCA, DBCF, Parallelogramme und (35. S.) einander gleich. Nun sind (34. S.) die Triangel ABC, DBC, die Hälften dieser Parallelogramme, folglich (7. Ax.) auch einander gleich.


  Der 38. Satz.


  Triangel, ABC, DEF, auf gleichen Grundlinien, BC, EF, und in einerley Parallelen, AD, BF, sind einander gleich.


  [image: Satz38]Verlängre AD an beyden Seiten, und ziehe (31. S.) durch B der AC die BG und durch F der ED die FH parallel: so sind GBCA, DEFH, Parallelogramme und (36. S.) einander gleich. Nun sind (34. S.) die Triangel ABC, DEF, die Hälften dieser Parallelogramme, folglich (7. Ax.) auch einander gleich.


  Der 39. Satz.


  Gleiche Triangel, ABC, DBC, auf einerley Grundlinie, BC, und an einerley Seite, sind in einerley Parallelen, AD, BC.


  [image: Satz39]Wäre der BC die AD nicht parallel, so sey es jede andre, etwa AE. Ziehe EC, so ist (37. S.) eABC=eEBC. Nun war angenommen eABC=eDBC. Folglich wäre (1. Ax.) eDBC=eEBC, welches (9. Ax.) unmöglich.


  Der 40. Satz.


  Gleiche Triangel, ABC, DCE, auf gleichen Grundlinien, BC, CE, und an einerley Seite, sind in einerley Parallelen, AD, BE.


  [image: Satz40]Wäre der BE die AD nicht parallel, so sey es jede andre, etwa AF. Ziehe FE so ist (38. S.) eABC=eFCE. Nun ist angenommen eABC=eDCE. Folglich wäre (1. Ax.) eDCE=eFCE, welches (9. Ax.) unmöglich.


  Der 41. Satz.


  Wenn ein Parallelogramm, ABCD, und ein Triangel, EBC, auf einerley Grundlinie, BC, und in einerley Parallelen BC, AE, sind: so ist das Parallelogramm doppelt so groß als der Triangel.


  [image: Satz41]Ziehe AC, so ist (37. S.) eABC=eEBC. Nun ist (34. S.) ABCD=2eABC. Folglich ist auch ABCD=2eEBC.


  Der 42. Satz.


  Es ist ein Triangel, ABC, gegeben; man soll demselben ein Parallelogramm unter einem gegebnen geradlinichen Winkel, D, gleich machen.


  [image: Satz42]Halbire (10. S.) BC in E, und ziehe AE. An CE setze (23. S.) CEF=D. Ziehe (31. S.) durch A der BC die AG, und durch C der EF die CG parallel, so ist FECG ein Parallelogramm unter dem Winkel CEF=D, und (41. S.) FECG=2eAEC. Nun ist auch (38. S.) eABE=eAEC und daher eABC=2eAEC. Folglich ist (6. Ax.) FECG=eABC


  Der 43. Satz.


  In jedem Parallelogramm, ABCD, haben die um die Diagonale, AC, herumliegenden Parallelogramme, EH, FG, gleiche Ergänzungen, BK, KD.


  [image: Satz43]Da (34. S.) eABC=eCAD, und eAEK=eAHK, so ist (3. Ax.) EKCB=KHDC. Nun ist (34. S.) eKGC=eKCF. Folglich ist (3. Ax.) BK=KD.


  Der 44. Satz.


  Auf einer gegebnen geraden Linie, AB, ein Parallelogramm, einem gegebnen Triangel, C, gleich, unter einem gegebnen geradlinichen Winkel, D, zu beschreiben.


  [image: Satz44]Mache (42. S.) ein Parallelogramm BEFG=eC, so daß EBG=D, und bringe solches an die gegebne Linie AB, dergestalt daß AB, BE, in Einer geraden Linie an einander liegen. Durch A ziehe (31. S.) der EF die AH parallel, verlängre FG bis H und ziehe HB: so ist (29. S.) AHF+EFH=2R, folglich BHF+EFH<2R., folglich werden (11. Ax.) HB, FE, an dieser Seite verlängert zusammentreffen. Dies geschehe in K. Ziehe (31. S.) durch K der FH die KL parallel, so ist HLKF ein Parallelogramm, dessen Diagonale HK, folglich, wenn man HA, GB, bis L, M, verlängert, (43. S.) LB=BF. Nun war BF=eC. Folglich ist (1. Ax.) LB=eC und (15. S.) ABM=GBE=D.


  Der 45. Satz.


  Es ist eine geradliniche Figur, ABCD, gegeben; man soll derselben ein Parallelogramm, unter einem gegebnen geradlinichen Winkel, E, gleich machen.


  [image: Satz45]Ziehe DB. Mache (42. S.) das Parallelogramm FH=eABD, so daß FKH=E. Auf GH beschreibe (44. S.) das Parallelogramm GM=eDBC, so daß GHM=E, folglich ist (1. Ax.) GHM=FKH, folglich, wenn GHK hinzukommt,23 (2. Ax.) GHM+GHK= FKH+GHK= 2R. (29. S.), folglich sind (14. S.) KH, HM, in Einer geraden Linie.


  Da FG, KM, parallel, so ist (29. S.) FGH=GHM, folglich FGH+LGH=GHM+LGH=2R. (29. S.) folglich sind (14. S.) FG, GL, in Einer geraden Linie.


  Da (34. S.) FK der GH und GH der LM, gleich und parallel, so ist (30. S.) FK der LM gleich und parallel, folglich sind (33. S.) FL, KM, auch gleich und parallel, folglich KFLM ein Parallelogramm, dessen Winkel FKM=E.


  Da FH=eABD und GM=eDBC, so ist (2. Ax.) KFLM = ABCD.


  Der 46. Satz.


  Auf einer gegebnen geraden Linie, AB, ihr Quadrat zu beschreiben.


  [image: Satz46]Auf AB ziehe (11. S.) aus A die AC senkrecht. Mache AD=AB. Ziehe (31. S.) durch D der AB die DE, und durch B der AD die BE parallel, so ist ADEB ein Parallelogramm, folglich (34. S.) dessen Gegenseiten einander gleich. Nun ist AB=AD. Folglich das Parallelogramm ADEB gleichseitig.


  Da AB, DE, parallel, so ist (29. S.) A+D=2R. Nun ist A, folglich auch D ein rechter Winkel. Nun sind (34. S.) die Gegenwinkel gleich. Folglich ist das Parallelogramm ADEB auch rechtwinklich, folglich (30. Def.) ein Quadrat.


  Der 47. Satz.


  In jedem rechtwinklichen Triangel, ABC, ist das Quadrat der dem rechten Winkel gegenüberliegenden Seite, BC, den Quadraten der ihn einschliessenden Seiten, BA, AC, gleich.


  [image: Satz47]Beschreibe (46. S.) auf BC ihr Quadrat BDEC, und auf BA, AC, ihre Quadrate, GB, HC, so sind BAC, BAG, rechte Winkel, folglich (14. S.) CA, AG, in Einer geraden Linie.24 Ziehe AD, FC, und (31. S.) durch A, der BD die AL parallel.


  Da (10. Ax.) DBC=FBA, so ist, wenn CBA hinzukommt, (2. Ax.) DBA=FBC. Nun ist AB=BF und DB=BC, folglich (4. S.) eABD=eFBC. Nun ist, weil AL der BD, und GC der FB parallel, (41. S.) BL=2eABD und GB=2eFBC, folglich ist (6. Ax.) BL=GB. Nun ist, wenn man AE, BK ziehet, aus eben dem Grunde, CL=CH. Folglich ist (2. Ax.) BDEC=GB+CH.


  Der 48. Satz.


  Wenn in einem Triangel, ABC das Quadrat einer seiner Seiten, BC, den Quadraten der übrigen Seiten, BA, AC, gleich ist: so ist der von diesen übrigen Seiten eingeschlossene Winkel, BAC, ein rechter.


  [image: Satz48]Ziehe (11. S.) auf AC aus A die AD senkrecht. Mache AD=AB und ziehe DC, so ist auch dAD=dAB, folglich, wenn dAC hinzukommt, (2. Ax.) dAD+dAC=dAB+dAC. Nun ist, weil DAC ein rechter Winkel, (47. S.) dAD+dAC=dDC, und nach dem Angenommenen dAB+dAC=dBC. Folglich ist dDC=dBC, und daher DC=BC.


  Da AD=AB, und AC gemein, auch DC=BC, so ist (8. S.) DAC=BAC. Nun ist DAC, folglich auch BAC ein rechter Winkel.
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